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Introduction
Dans les premiers cours de me´canique des fluides, on introduit l’e´quation d’Euler par le
raisonnement suivant : on conside`re une particule de fluide et on e´crit la loi de Newton
mp
dvp
dt  ∑Forces (0.1)
Ceci est une approche de nature lagrangienne, c’est-a`-dire concernant les particules de fluide.
La de´finition d’une telle particule est de´licate car elle se situe dans une gamme d’e´chelle
me´soscopique. On appelle particule de fluide un volume de taille grande par rapport aux e´chelles
microscopiques de fac¸on a` demeurer dans le formalisme des milieux continus. Ne´anmoins sa
taille doit eˆtre faible devant la plus petite e´chelle de l’e´coulement s’assurant ainsi d’un compor-
tement homoge`ne de tout le volume de la particule au cours de son mouvement. Ensuite on nous
apprend que la force due a` la pression qui s’applique sur la particule peut s’e´crire sous la forme
d’un densite´ volumique de force ∇p. A partir de ce stade on a commence´ a` de´vier de l’approche
lagrangienne car on a exprime´ le champ de pression en fonction des coordonne´es spatiales et
temporelles et non plus en fonction des particules de fluide. En particulier le gradient est pris
fonction de l’espace. L’e´tape suivante consiste alors a` ajouter les efforts visqueux pour aboutir
a` l’e´quation de Navier-Stokes
∂v
∂t

v  ∇v  1ρ∇p

ν∆v  (0.2)
qui est une expression de nature eule´rienne ou` la vitesse et la pression sont exprime´es comme
des champs fonction de l’espace et du temps. De nombreux travaux de me´canique des fluides et
en particulier l’e´tude de la turbulence se sont longtemps place´s dans ce contexte eule´rien.
Cependant un certain nombre de proble`mes se formulent de fac¸on naturelle dans un forma-
lisme lagrangien. Il s’agit par exemple de la dispersion de polluants. Une usine e´met un polluant
en un point et un temps donne´s. Il est disperse´ par la turbulence atmosphe´rique et on souhaite
savoir ou` il se situera a` un instant ulte´rieur. Ceci est une formulation de nature lagrangienne :
les coordonne´es naturelles sont la position initiale de la particule et le temps. Il en est de meˆme
pour le proble`me du me´lange de deux produits. On conside`re dans ce cas plutoˆt la position
relative de deux particules initialement proches l’une de l’autre. Quelle va eˆtre leur position
relative a` un instant ulte´rieur ? Quelle va eˆtre l’efficacite´ du me´langeur ? Il en est de meˆme dans
les proble`mes de combustion ou de re´actions chimiques. Les diffe´rents constituants doivent eˆtre
en contact l’un de l’autre pour pouvoir re´agir. Est-ce que l’e´coulement conside´re´ permet une
re´action optimale ? Toutes ces questions se formulent naturellement en terme de particules de
fluide.
Des e´tudes re´centes concernant l’e´tude de la dispersion du scalaire passif [24] se placent
donc dans ce contexte lagrangien et mettent en e´vidence l’existence d’exposants anormaux pour
le champ scalaire tout en prenant en compte un e´coulement simplifie´ (gaussien et δ-corre´le´ en
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temps). En ce qui concerne le champ de vitesse, il n’existe que peu de re´sultats analytiques.
On trouve un certain nombre de pre´dictions base´es sur des raisonnements dimensionnels de
type the´orie de Kolmogorov 41. Les mesures de vitesse dans des e´coulements turbulents a` haut
nombre de Reynolds sont tre`s peu nombreuses. On observe donc un manque se´rieux de bases de
comparaisons pour les simulations nume´riques de l’e´quation de Navier-Stokes ainsi que pour
les nombreux mode`les stochastiques de dispersion.
Pour apporter notre pierre a` l’e´difice, nous avons donc mis au point un outil de mesure de
vitesse lagrangienne. On injecte de petites particules solides pour individualiser les particules
de fluide. Le principe de la mesure est l’effet Doppler sur des ondes ultrasonores. Les parti-
cules solides, neutres du point de vue de la gravite´, sont e´choge`nes et diffusent donc les ondes
acoustiques avec un de´calage fre´quentiel proportionnel a` leur vitesse. Il suffit donc d’extraire la
modulation de fre´quence du signal acoustique diffuse´ par une particule pour obtenir sa vitesse.
On obtient alors une composante de la vitesse. Si on enregistre par deux re´cepteurs place´ a` deux
endroits distincts on peut extraire deux composantes de la vitesse de la particule.
Cet ouvrage est se´pare´ en neuf chapitres. On effectue dans le premier une bre`ve revue de
l’e´tat de l’art sur l’e´tude de la vitesse lagrangienne tant du point de vue the´orique qu’expe´rimen-
tal et nume´rique. On rappelle brie`vement les mode`les stochastiques de dispersion par la turbu-
lence. Le dispositif expe´rimental est introduit dans le chapitre suivant tant dans son principe
que dans sa re´alisation pratique. On de´crit en particulier le principe de l’effet Doppler et de
la diffusion du son par une sphe`re ainsi que le choix et le dimensionnement des transducteurs
puis la re´alisation du syste`me e´lectronique de mise en forme des signaux avant l’acquisition
nume´rique. Le troisie`me chapitre est de´volu a` l’e´tude des forces hydrodynamiques agissant
sur une sphe`re solide plonge´e dans un fluide. Du fait des conditions aux limites a` sa surface,
une sphe`re solide ne se comporte pas comme une particule de fluide et cre´e un sillage suscep-
tible de re´agir sur son mouvement. Cet aspect est e´tudie´ par le biais d’expe´riences simples de
chute de billes sous l’action de la pesanteur. Le chapitre suivant est consacre´ a` la description
de l’algorithme de traitement nume´rique du signal ne´cessaire a` l’extraction de la modulation de
fre´quence induite par le mouvement de la bille dans le faisceau d’ultrasons. Le chapitre 5 de´crit
les conditions expe´rimentales des diffe´rentes mesures effectue´es. On donne les valeurs des di-
vers parame`tres de l’expe´rience. On pre´sente une mesure de position de la particule obtenue par
triangulation a` partir des estimations de la direction d’arrive´e du son diffuse´ par la bille. On la
compare alors aux mesures de vitesse obtenue par analyse du de´calage Doppler. Cela permet de
valider la qualite´ de la mesure. Les quatre derniers chapitres sont consacre´s a` l’e´tude statistique
des signaux lagrangiens. On pre´sente tout d’abord les estimations des fonctions de corre´lation
des composantes de la vitesse ainsi que le spectre de vitesse lagrangien. Le chapitre 7 est de´volu
a` l’e´tude de l’acce´le´ration de la bille. Le huitie`me se focalise sur l’intermittence lagrangienne
qui jusqu’a` pre´sent n’a fait l’objet d’aucune e´tude expe´rimentale. Finalement le dernier chapitre
pose la question de l’e´change d’e´nergie entre la particule et le reste du fluide.
Chapitre 1
´Etat de l’art en lagrangien
L’approche lagrangienne de la turbulence en terme de particule de fluide, si elle peut ap-
paraıˆtre plus intuitive dans certains proble`mes tels le me´lange du scalaire passif, n’est pas
re´ellement plus simple a` aborder du point de vue the´orique que l’approche eule´rienne. En
re´alite´, on trouve encore moins de re´sultats analytiques, meˆme dans l’hypothe`se de la turbu-
lence homoge`ne et isotrope. Par contre, la litte´rature est riche d’un grand nombre de mode`les
de´crivant la dispersion de particules. En effet, ce proble`me concerne de nombreux domaines
allant de questions lie´es a` la combustion, au me´lange ou a` l’e´tude de la dispersion de polluant
dans l’atmosphe`re. On peut voir des de´marches d’ordre technologique ou d’autres entie`rement
fondamentales. Ainsi chaque auteur met dans son mode`le les ingre´dients qui le concernent
le plus, cre´ant ainsi une vaste palette de mode`les ad hoc. Cependant, le nombre de mesures
expe´rimentales est plus que restreint, quelques expe´riences de laboratoire ou bien des suivis de
ballons atmosphe´riques ou de flotteurs oce´aniques. Le de´veloppement dans les deux dernie`res
de´cennies de l’outil informatique permet de simuler quelques e´coulements, en ge´ne´ral a` nombre
de Reynolds plutoˆt faible. Paralle`lement, on simule e´galement des mode`les d’e´volution de parti-
cules lagrangiennes, mais on manque de donne´es de comparaison. S’il existe quelques donne´es
en ce qui concerne la dispersion, c’est-a`-dire la position des particules, les donne´es concernant
spe´cifiquement la vitesse lagrangienne sont extreˆmement rares.
1.1 The´orie
1.1.1 Les variables lagrangiennes
Dans une approche lagrangienne, on conside`re individuellement les particules de fluide. Les
variables naturelles sont donc le temps t et les positions initiales α (a` t  0 disons) de toutes
les particules a` l’inte´rieur du volume occupe´ par l’e´coulement. La position a` l’instant t d’une
particule initialement en α est donc
X 	 α  t 
 (1.1)
Par de´finition, la vitesse lagrangienne d’une particule est
v 	 α  t 

∂X 	 α  t 

∂t  (1.2)
La vitesse eule´rienne au point r a` l’instant t est la vitesse de la particule de fluide qui se trouve
a` cet endroit au meˆme moment. On peut donc relier le champ eule´rien u 	 r  t 
 fonction de la
position r et du temps t au champ lagrangien par
v 	 α  t 
 u 	 X 	 α  t 
 t 
 (1.3)
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On voit le roˆle important que jouent les trajectoires X 	 α  t 
 dans le changement de variables
eule´rien/lagrangien. Il faut exprimer l’e´quation de Navier-Stokes dans le syste`me de variables
lagrangiennes. Dans les coordonne´es eule´riennes, l’e´quation de Navier-Stokes s’e´crit :
∂u
∂t

	 u  ∇ 
 u  ∇pρ

ν∆u  (1.4)
ou` p est le champ de pression, ρ la densite´ du fluide et ν la viscosite´ cine´matique. On suppose
par ailleurs l’e´coulement incompressible. Il faut donc prendre en compte l’e´quation d’incom-
pressibilite´
∇  u  0 (1.5)
Le passage aux coordonne´es lagrangiennes est simple pour le membre de gauche de l’e´quation
de Navier-Stokes car il s’agit simplement de l’acce´le´ration d’une particule de fluide
a 	 α  t 

∂2X
∂t2 	 α  t 
 (1.6)
L’impression de simplification s’arreˆte ici car dans le membre de droite, il faut remplacer les
termes de gradient fonction de l’espace en gradient fonction de la position initiale α. Cela
ne´cessite l’introduction du jacobien du changement de variable 	 x  t 
  	 α  t 
 . La non-line´arite´
qui a disparu du membre de gauche re´apparaıˆt bien suˆr dans l’utilisation du jacobien. En repre-
nant les notations du Monin & Yaglom [56] on note
∂ 	 A  B  C 

∂ 	 α1  α2  α3 

 A  B  C  (1.7)
On notera en particulier
M 

∂Xi
∂α j  i ﬀ j ﬁ
et ﬂM ﬂﬃ X1  X2  X3  (1.8)
ﬂM ﬂ est donc le jacobien du changement de variables eule´rien/lagrangien. Pour e´crire l’e´quation
de Navier-Stokes dans le nouveau syste`me de variables, il faut exprimer les gradients par rapport
aux positions X en fonction des positions initiales α. Pour toute fonction f , on a
∂ f
∂Xi

1
ﬂM ﬂ
 X j  Xk  f  (1.9)
ou` 	 i  j  k 
 est une permutation paire de 	 1  2  3 
 .
Comme X 	 α  0 
  α, la valeur initiale de ﬂM ﬂ vaut 1. On peut montrer que la condition de
divergence nulle (1.5) s’e´crit en coordonne´es lagrangiennes [56] :
∂ ﬂM ﬂ
∂t  0  (1.10)
On peut inte´grer simplement cette e´quation :
ﬂM 	 α  t 
!ﬂ" 1 #$	 α  t 
 (1.11)
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L’e´quation de Navier-Stokes peut donc se re´e´crire dans le jeu de variables lagrangiennes :
∂2Xi
∂t2 	 α  t 
%&
1
ρ  X j  Xk  p 

ν ')( X2  X3 *( X2  X3 
∂Xi
∂t +,+

( X3  X1  ( X3  X1 
∂Xi
∂t +-+

( X1  X2  ( X1  X2 
∂Xi
∂t ++/.  (1.12)
Les non-line´arite´s sont contenues cette fois dans le terme de forces. En particulier, la force
visqueuse qui e´tait line´aire dans le syste`me eule´rien, pre´sente ici des non-line´arite´s d’ordre 5 en
Xi. On conc¸oit de`s lors qu’il soit de´licat d’affronter directement cette e´quation.
1.1.2 La turbulence homoge`ne
Malgre´ la complexite´ d’utilisation des coordonne´es lagrangiennes, l’ajout de l’hypothe`se
d’homoge´ne´ite´ permet de de´river quelques re´sultats. Soit une fonction φ du champ de vitesse.
On conside`re un volume 0 de l’espace contenant un certain nombre de particules de fluide a`
l’instant t  0 et 0 t le volume de l’espace occupe´ a` l’instant t par les particules qui e´taient dans
0 initialement. Alors on a 132
φ 	 v 	 α  t 
4
 dα 
132
t
φ 	 u 	 r  t 
4
 dr (1.13)
par de´finition des variables lagrangiennes. Comme l’e´coulement est non borne´ dans le cas ho-
moge`ne, on peut prendre un volume assez grand pour que le volume de 0 et de 0 t ne diffe`rent
que d’une fraction infinite´simale. De`s lors on peut moyenner (sur les re´alisations) chacun des
inte´grandes et apre`s division par le volume on obtient :
5 φ 	 v 	 α  t 
4
46 5 φ 	 u 	 r  t 
4
467 (1.14)
La moyenne de φ est identique dans les deux syste`mes de coordonne´es et ne de´pend pas des
variables d’espace. Si on prend pour φ 	 v 
 la fonction exponentielle eik 8 v, on obtient la fonction
caracte´ristique. Par conse´quent la fonction densite´ de probabilite´ (PDF) de la vitesse est iden-
tique dans le contexte eule´rien et dans le lagrangien. Comme la PDF eule´rienne est gaussienne,
on s’attend a` ce qu’il en soit de meˆme pour la PDF lagrangienne. De plus, tous les moments de
la vitesse seront e´gaux et donc en particulier la variance de la vitesse. Cela ne concerne que les
statistiques a` un point et un temps et donc les fonctions d’autocorre´lation ne seront pas e´gales
a priori et les temps caracte´ristiques eule´riens et lagrangiens non plus. Le re´sultat n’est pas
ve´rifie´ si on le`ve l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´. Par exemple dans le cas d’une couche limite, on
observe que la vitesse verticale (perpendiculaire a` la paroi) est en moyenne nulle pour la vitesse
eule´rienne et positive pour la vitesse lagrangienne [56].
Un certain nombre de re´sultats ont e´te´ obtenus dans l’e´tude de la dispersion de particules
dans un e´coulement turbulent a` la suite des travaux pionniers de Taylor [84]. Appelons Y le
vecteur de´placement d’une particule, c’est a` dire :
Y 	 τ 
% X 	 α  τ 
3 α 
1
τ
0
v 	 α  t 
 dt (1.15)
Soit Di j la covariance des composantes i et j de Y 9:	 τ 
; Y 	 τ 
3
5
Y 	 τ 
46 . Alors Taylor a montre´
que l’on peut relier la covariance du de´placement des particules a` celle de la vitesse lagran-
gienne :
Di j 	 τ 
%=<
5
v
9i
2
6
5
v
9 j
2
6
1
τ
0
	 τ  s 
 RLi j 	 s 

 RLji 	 s 
> ds  (1.16)
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avec v 9  v 
5
v 6 et
RLi j 	 τ 
%
5
v 9i 	 α  t 
 v 9 j 	 α  t

τ 
?6
@
5
v
9i
2
6
5
v
9 j
2
6?A
1
2
(1.17)
dans l’hypothe`se ou` la turbulence est stationnaire. Aux temps courts on a
Di j 	 τ 
%B
5
v 9iv 9 j 6 τ
2 (1.18)
et aux temps longs
RLi j 	 τ 
%B
@
5
v 9i
2
6
5
v 9 j
2
6 A
1
2 Ti jτ (1.19)
avec
Ti j 
1
∞
0 C
RLi j 	 s 

 RLji 	 s 
?D ds  (1.20)
Ti j est le temps de de´corre´lation lagrangien. Aux temps courts, les fluctuations du de´placement
croissent en τ2 puis pour des temps supe´rieurs au temps de de´corre´lation de la vitesse, on obtient
le comportement du mouvement brownien, une diffusion en τ. On peut donc obtenir la fonction
d’autocorre´lation de la vitesse lagrangienne en observant la loi de dispersion des particules.
Cette me´thode est celle utilise´e dans les premie`res expe´riences de recherche des caracte´ristiques
lagrangiennes des e´coulements (voir § 1.2.1). L’autocorre´lation de la vitesse est donc :
5
v 9i
2
6 RLii 	 τ 
%
1
2
d2Dii
dτ2  (1.21)
On notera cependant que l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ de l’e´coulement est extreˆmement res-
trictive et ne s’applique rigoureusement en re´alite´ a` aucun e´coulement. En effet, elle impose en
particulier que l’e´coulement ne soit pas borne´, ce qui est assez de´licat a` re´aliser en laboratoire.
1.1.3 Les pre´dictions de la the´orie Kolmogorov 41
Les hypothe`ses strictes d’homoge´ne´ite´ et d’isotropie ne sont bien suˆr que des abstractions
mathe´matiques. Dans le monde re´el, il faut mettre le fluide en mouvement et l’e´coulement est
borne´. L’entraıˆnement du fluide se fait par exemple par des parois en mouvement. L’existence
de parois fixes et mobiles brisent ces hypothe`ses. Ne´anmoins on peut introduire une notion de
turbulence localement isotrope (voir Monin et Yaglom par exemple [56]). Cela impose de se
restreindre a` une re´gion d’espace-temps de taille spatiale faible par rapport a` l’e´chelle inte´grale
de l’e´coulement L et de taille temporelle faible devant T0 e´chelle de temps caracte´ristique de
la non-stationnarite´ a` grande e´chelle de l’e´coulement. Dans une telle zone, on suppose que les
caracte´ristiques statistiques de la turbulence sont stationnaires, homoge`nes et isotropes.
Dans un e´coulement localement isotrope, Kolmogorov a e´nonce´ en 1941 deux hypothe`ses
de similarite´ :
i. Si le nombre de Reynolds est suffisamment e´leve´ alors les caracte´ristiques statistiques des
vitesse relatives de´pendent uniquement de
5
ε 6 , taux moyen de dissipation d’e´nergie, et de
ν, viscosite´ cine´matique. Cela fixe les petites e´chelles de longueur η, vitesse vη et temps τη
a`
η 
C
ν3 
5
ε 6 D
1
4
 vη E	 ν
5
ε 64

1
4
 τη 	 ν 
5
ε 64

1
2 (1.22)
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ii. Si le nombre de Reynolds est tel qu’il existe une re´gion ve´rifiant l’hypothe`se i, alors pour
des tailles spatiales ri et temporelles ti ve´rifiant a` la fois
L Eﬂ ri ﬂ η et T0 ﬂ ti ﬂF τη  (1.23)
les fonctions statistiques des vitesses relatives ne de´pendent que de
5
ε 6 et sont inde´pendan-
tes de ν. Dans ces conditions, comme on ne peut construire d’e´chelles de longueur, vitesse
et temps a` partir de
5
ε 6 , ces fonctions des variables d’espace l et de temps τ doivent eˆtre
autosimilaires dans ce re´gime dit inertiel.
On appelle fonction de structure longitudinale eule´rienne d’ordre p la fonction
Sp 	 l 
 
5
∆lup 6 (1.24)
avec
∆lu 	 u 	 r
 l 
G u 	 r 
4
*
l
l  (1.25)
La seconde hypothe`se (ii) impose dans le re´gime inertiel que les fonctions de structure eule´rien-
nes soient des lois des puissance de l :
Sp 	 l 
% CLp 	
5
ε 6 l 

p
3
 (1.26)
ou` les Cp sont des constantes universelles. En particulier pour p  3 on devrait observer
S3 	 l 
; CL3
5
ε 6 l  (1.27)
Or un des re´sultats analytiques majeur issu de l’e´quation de Navier-Stokes est l’e´quation de
Ka´rma´n-Howarth-Monin :
S3 	 l 
%&
4
5
5
ε 6 l  6νdS2 	 l 
dl  (1.28)
Ce re´sultat exact justifie en partie l’hypothe`se de Kolmogorov pour le champ de vitesse eule´rien.
Dans la limite Re  ∞ (dans la limite ν  0 et 5 ε 6 constant), on s’attend a` obtenir
5
	 ∆lu 
 3 6 
4
5
5
ε 6 l  (1.29)
et donc CL3  4  5.
De la meˆme fac¸on, la seconde hypothe`se de Kolmogorov pre´dit les comportement des in-
cre´ments de vitesse lagrangienne
∆τv  v 	 α  t

τ 
G v 	 α  t 
/ (1.30)
sous la forme
Dp 	 τ 
%
5
	 ∆τvi 
 p 6% CLp 	
5
ε 6 τ 

p
2
# i  1  2  3  (1.31)
L’hypothe`se d’isotropie locale implique que la statistique de l’incre´ment de vitesse ∆τv soit
isotrope et donc que tous les moments impairs sont nuls. Cela signifie que la fonction densite´ de
probabilite´ des incre´ments est syme´trique par changement ∆v   ∆v. Il s’agit d’une diffe´rence
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significative avec l’approche eule´rienne dans laquelle les densite´s de probabilite´ des incre´ments
spatiaux sont non-syme´triques a` cause de la relation de Ka´rma´n-Howarth-Monin. Cela implique
donc que les fonctions de structure d’ordre impair soient nulles. En particulier pour p  2 on
peut e´crire
5
∆τvi∆τv j 6  DL2 	 τ 
 δi j  CL2
5
ε 6 τ  (1.32)
On voit que pour cette fonction de structure d’ordre 2, a` la fois
5
ε 6 et l’e´chelle τ interviennent
avec un exposant unite´ de meˆme que pour la fonction de structure eule´rienne d’ordre 3. On
attachera donc une attention particulie`re a` cette fonction de structure lagrangienne DL2 qui aura
dans le contexte eule´rien un roˆle e´quivalent a` la fonction SE3 dans le contexte eule´rien. Par
contre, a` notre connaissance, il n’existe pas d’e´quivalent a` la relation de Ka´rma´n-Howarth-
Monin concernant la variable lagrangienne.
De la meˆme fac¸on que les hypothe`ses de Kolmogorov pre´disent un spectre de puissance de
la vitesse eule´rienne ayant, dans le re´gime inertiel, la variation suivante (d’apre`s 1.29) :
EE 	 k 
% C
5
ε 6
2
3 k H
5
3 (1.33)
on pre´dit d’apre`s 1.32 un spectre lagrangien ayant l’allure
EL 	 ω 
% B0
5
ε 6 ω H 2  (1.34)
Si on suppose que ui 	 t 
 est diffe´rentiable alors D
 2 ﬁ
	 τ 
 ∝ τ2 quand τ tend vers 0 donc la
variance de l’acce´le´ration s’e´crit I
aia j J  a0
5
ε 6 3 K 2ν H 1 K 2δi j  (1.35)
ou` a0 est une constante universelle. La the´orie de Kolmogorov 41 suppose que ε reste fini quand
on fait tendre ν vers 0. L’e´quation ci-dessus implique donc que la variance de l’acce´le´ration
devienne infinie lorsque l’on diminue la viscosite´. Cela est compatible avec la forme du spectre
de vitesse propose´. Elle implique que le spectre de l’acce´le´ration soit constant, inde´pendant de
la fre´quence dans le re´gime inertiel. Comme celui-ci est limite´ par τη, lorsque l’on fait tendre
celui-ci vers 0, l’inte´grale du spectre d’acce´le´ration (qui est la variance d’acce´le´ration) devient
effectivement infinie. De plus si le temps caracte´ristique de la grande e´chelle reste inchange´
alors on voit que l’expression de la variance se re´e´critI
aia j J  a0
5
ε 64 τη  (1.36)
qui varie effectivement line´airement en 1  τη.
1.2 Expe´riences
1.2.1 Les premie`res mesures indirectes
La difficulte´ principale pour effectuer des mesures lagrangiennes re´side dans le fait qu’il faut
marquer d’une manie`re ou d’une autre des particules de fluide et pouvoir les suivre individuel-
lement. Avant le de´veloppement de l’informatique et, en particulier, de l’acquisition nume´rique
d’image, il e´tait plutoˆt difficile de mettre en œuvre une mesure lagrangienne en laboratoire.
C’est pourquoi on a cherche´ tout d’abord une manie`re indirecte d’obtenir une information de
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nature lagrangienne. Le principe est base´ sur les travaux de Taylor dans les anne´es 1920-30 liant
la fonction d’autocorre´lation de la vitesse lagrangienne a` la dispersion de particules qui aboutit
dans le cas de la turbulence homoge`ne et isotrope a` la formule 1.21. La mesure de la dispersion
de particule e´tant e´galement de´licate, les expe´riences concernent surtout une mesure de la dis-
persion de la chaleur. Le dispositif classique de ces expe´riences (voir entre autres Taylor 1935
[85], Uberoi & Corrsin 1953, [89],Townsend 1954 [87], Mickelsen 1955 [53], Shlien & Corrsin
1974 [78]et Karnik & Tavoularis 1990 [39]) consiste a` placer un fil me´tallique chauffe´ dans une
soufflerie cre´ant de la turbulence de grille. On mesure alors les profils de tempe´rature en aval
du fil. Il faut alors effectuer des corrections pour prendre en compte la de´croissance de la turbu-
lence et l’influence de la diffusion de la chaleur. On peut alors relier la corre´lation de la vitesse
a` la dispersion de la chaleur. Plus pre´cise´ment, les profils de tempe´rature en aval de la source
sont gaussiens et l’e´volution de la largeur de ces gaussiennes le long de l’e´coulement peut eˆtre
relie´e a` l’autocorre´lation de la vitesse lagrangienne dans le meˆme esprit que l’e´quation 1.21.
L’expe´rience la plus re´cente concernant la turbulence homoge`ne et isotrope est rapporte´e par
Shlien & Corrsin[78]. Ils obtiennent par cette me´thode l’autocorre´lation de la vitesse. Ils ob-
servent que le temps caracte´ristique de la vitesse lagrangienne est plus grand que celui de la
vitesse eule´rienne de meˆme que le temps a` petite e´chelle. La corre´lation de la vitesse lagran-
gienne est syste´matiquement plus e´leve´e que celle de la vitesse eule´rienne. Le nombre de Rey-
nolds est relativement faible de l’ordre de 70. Cependant a` cause du faible nombre de Reynolds
et du nombre d’hypothe`ses effectue´es, on ne peut gue`re tirer de conclusions de´finitives de ces
expe´riences. Les mesures directes de la vitesse de particules dans un e´coulement vont permettre
d’obtenir directement les grandeurs statistiques caracte´risant la vitesse lagrangienne.
1.2.2 Les mesures lagrangiennes directes
Le principe des mesures directes consiste a` placer dans le fluide un certain nombre de par-
ticules solides et a` enregistrer leur mouvement. Le point commun a` toutes ces expe´riences est
l’utilisation de me´thodes optiques. Un dispositif photographique ou un ensemble de came´ras en-
registrent les trajectoires des particules et on extrait les informations sur la vitesse par de´rivation
des trajectoires. Cette e´tape est toujours de´licate lorsqu’il s’agit de signaux expe´rimentaux et
doit eˆtre effectue´e avec grand soin. La question qui se pose est la suivante : les particules solides
se comportent-elles comme des particules de fluide ? La re´ponse est certainement ne´gative pour
des particules grosses et de densite´ diffe´rente de celle du fluide. Ne´anmoins meˆme dans le cas
de particules de densite´ identique a` celle du fluide, le fait d’introduire une interface solide/fluide
perturbe l’e´coulement et cause l’apparition d’un certain nombre de forces d’origine hydrody-
namique. Cet aspect est discute´ dans le chapitre 3. Il est ge´ne´ralement admis que des particules
petites devant la longueur de Kolmogorov η et de meˆme densite´ que le fluide se comportent
comme des traceurs parfaits. Il convient de noter qu’a` haut nombre de Reynolds, cette taille est
tre`s faible (de l’ordre de 20 µm dans nos expe´riences) et qu’il peut eˆtre de´licat de de´tecter de si
petites particules.
Les expe´riences existantes sont les suivantes :
– Sullivan 1971 [83] : L’auteur e´tudie l’e´coulement d’eau dans un canal. Il effectue une
mesure de dispersion de particules au moyen de photographies prises toutes les 0.07 s.
L’appareil se de´place a` la vitesse moyenne de l’e´coulement pour conserver la particule
plus longtemps dans la zone de mesure et re´duire sa vitesse relative. 150 trajectoires
sont enregistre´es pour en extraire la fonction d’auto-corre´lation de la vitesse. Le nombre
de Reynolds base´ sur la profondeur du canal est de l’ordre de 600. L’e´coulement est
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cisaille´ et donc fortement anisotrope. On observe cette isotropie sur les coefficients d’au-
tocorre´lation dont les temps caracte´ristiques et les formes de´pendent de la composante
e´tudie´e. Du fait de cette anisotropie et de la faible re´solution de la mesure, il est de´licat
de tirer des conclusions ge´ne´rales. L’auteur e´tudie e´galement la dispersion d’une ligne de
colorant initialement a` la surface de l’eau, disperse´e a` la fois par la turbulence et par le
gradient de vitesse vertical.
– Snyder & Lumley 1971 [80] : Ils e´tudient un e´coulement de grille dans l’air a` Rλ B 80.
Ils injectent divers types de particules (billes de verre creuses, de verre pleines, pollen
de mais et cuivre) toutes de densite´ nettement supe´rieure a` celle de l’air. Les trajectoires
sont enregistre´es au moyen de 10 appareils photographiques dispose´s le long du tunnel.
Les appareils sont synchronise´s pour photographier la particule lorsqu’elle entre dans leur
champ de vision. Les trajectoires sont donc constitue´es de dix positions. Ils enregistrent
environ 700 trajectoires pour chaque type de particules. Ils calculent la dispersion et la
fonction d’autocorre´lation de la vitesse pour chacune des particules en corrigeant de fac¸on
semi-empirique la de´croissance de l’intensite´ de la turbulence. Le nombre d’e´chantillons
temporels est re´duit du fait du faible nombre de photographies. A la pre´cision de leurs
mesures, qui ne prend en compte que les grandes e´chelles temporelles de l’e´coulement,
ils observent que la dispersion des particules les plus lourdes est plus faible. Par des ef-
fets d’inertie, la de´corre´lation de la vitesse est plus rapide pour les particules lourdes. A
la pre´cision de leurs mesures, ils ne voient pas de diffe´rence entre la forme de l’auto-
corre´lation temporelle de la vitesse des particules et celle de l’autocorre´lation spatiale de
la vitesse eule´rienne. Cependant leurs mesures sont limite´es aux grandes e´chelles et des
proble`mes de sous-e´chantillonnage rendent une partie des re´sultats de´licate a` interpre´ter.
– Sato & Yamamoto 1987 [76] : On notera qu’il a fallu attendre 16 ans avant de voir paraıˆtre
les re´sultats d’une nouvelle expe´rience lagrangienne. La nouveaute´ principale est l’utilisa-
tion de l’informatique pour le traitement de l’image. Cela permet d’avoir une plus grande
quantite´ de donne´es ainsi qu’une meilleure re´solution temporelle. Les auteurs effectuent
des mesures de dispersion de particules par une turbulence de grille dans l’eau. Le nombre
de Reynolds Rλ est compris entre 25 et 66. Les particules sont en polystyre`ne, de densite´
1 et de diame`tre 400 µm et la longueur de Taylor vaut environ 5 mm. La mesure est ef-
fectue´e dans le plan perpendiculaire a` l’e´coulement moyen par une came´ra. Ils prennent
en compte la de´croissance de l’intensite´ de la turbulence en changeant l’e´chelle des temps
de fac¸on ade´quate. Ils effectuent des mesures de dispersion et observent un comportement
Di j 	 τ 
 ∝ τ2 aux temps courts et tendant vers Di j 	 τ 
 ∝ τ2 aux temps longs. Les mesures
de coefficient d’autocorre´lation montrent une forme proche d’une de´croissance exponen-
tielle dont le temps caracte´ristique lagrangien est plus faible que l’eule´rien. Les spectres
de puissance pre´sente´s ne mettent pas en e´vidence de re´gime inertiel e´vident (meˆme pour
les mesures eule´riennes) mais semblent montrer une de´croissance plus rapide que -5/3
ce qui est cohe´rent avec une forme exponentielle. Leur e´tude du champ de vitesse se li-
mite a` la fonction d’autocorre´lation de vitesse et au spectre, en partie a` cause du faible
e´chantillonnage temporel.
– Virant & Dracos 1997 [91] : Il s’agit d’un papier tre`s riche vantant les me´rites d’une
technique de mesure appele´e 3D PTV (pour 3D particle tracking velocimetry). Elle est
base´e sur l’enregistrement simultane´ par 4 came´ras de la trajectoire tridimensionnelle
d’un grand nombre de particules (100 a` 150). Les mesures sont effectue´es dans un canal
rempli d’eau. Les particules sont des sphe`res de plastique de diame`tre 50 µm et de densite´
1.02. Le nombre de Reynolds Rλ est compris entre 50 et 250 et les longueurs de Kolmo-
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gorov sont plus grandes que la taille de la particule (de l’ordre de 500 µm). Ils disposent
pour chaque nombre de Reynolds de 1 a` 6 millions de points. La me´thode permet bien suˆr
d’obtenir des mesures de dispersion mais e´galement de vitesse et d’acce´le´ration. Ils ob-
tiennent des histogrammes d’acce´le´ration syme´triques avec des ailes larges et dont la flat-
ness, chose surprenante, de´croıˆt lorsque Rλ augmente. La norme du vecteur acce´le´ration
a une distribution approximativement log-normale. Malgre´ une faible re´solution tempo-
relle, la de´corre´lation de l’acce´le´ration intervient en un temps tre`s court de l’ordre du
temps de Kolmogorov. Ils observent des fonctions d’autocorre´lation de la vitesse ap-
proximativement exponentielles et une tre`s faible corre´lation entre les composantes de
vitesse (sauf entre composantes verticales et dans le sens du flot duˆ au cisaillement).
Ils ont effectue´ un certain nombre de mesures de dispersion. En particulier ils estiment
la fonction ”distance-neighbour” (introduite par Richardson [71]) qui semble proche de
l’estimation fournie par le mode`le de Batchelor [6]. Les auteurs ont prouve´ le potentiel de
leur me´thode de suivi de particules. La limitation principale de leur syste`me est la faible
re´solution temporelle lie´e a` la fre´quence d’e´chantillonnage de leurs came´ras (25 Hz). On
regrette que les auteurs ne se soient pas inte´resse´s a` l’e´tude de l’intermittence de leurs
signaux de vitesse. . .
– Voth et al 1998 [92], La Porta et al. 2001 [69] : le but de leur technique expe´rimentale
est de mesurer les caracte´ristiques de l’e´coulement a` petite e´chelle via l’acce´le´ration la-
grangienne. L’e´coulement conside´re´ est un e´coulement tourbillonnaire de Von Ka´rma´n
dans l’eau. Le nombre de Reynolds Rλ est compris entre 140 et 1000. Les particules font
50 µm et la longueur de Kolmogorov vaut 20 µm au nombre de Reynolds Rλ le plus
e´leve´. La mesure utilise des ”silicon strip detectors” issus de la physique des particules
qui fournissent chacun une composante de la position avec une tre`s bonne re´solution
temporelle (70000 images par seconde et une re´solution temporelle de l’ordre de τη  20).
Cela leur permet d’avoir acce`s a` l’acce´le´ration lagrangienne par double diffe´renciation.
Ils montrent que l’acce´le´ration se de´corre`le en un temps proche de τη temps de Kolmogo-
rov [92]. Les histogrammes de l’acce´le´ration sont syme´triques avec des ailes tre`s larges.
Le coefficient de flatness croıˆt avec le nombre de Reynolds jusqu’a` des valeurs de l’ordre
de 60 a` Rλ  1000 ou` il semble saturer. Il semble que les histogrammes normalise´s de
l’acce´le´ration atteignent une forme limite a` haut Reynolds. Le coefficient
a0 
5
a2i 6
ε3 K 2ν
H
1 K 2 (1.37)
semble atteindre une valeur constante (de l’ordre de 5-6) a` haut Rλ comme pre´vu par la
the´orie de Kolmogorov 1941.
Par ailleurs, il existe de nombreuses expe´riences d’origine ge´ophysique ou climatique de
flotteurs dans l’oce´an ou de ballons atmosphe´riques. Une bonne part est de´volue a` l’e´tude des
courants oce´aniques mais certaines fournissent des informations sur les caracte´ristiques statis-
tiques de la turbulence. On peut citer par exemple les mesures de Hanna 1981 [33]. Il laˆche des
ballons de meˆme densite´ effective que l’air dans la couche limite atmosphe´rique et mesure leur
position. Il observe un spectre de puissance dont la de´croissance est a` tendance -5/3 pour les
mesures eule´riennes et -2 pour les ballons. On notera aussi le papier de Lien et al. [45] rappor-
tant des mesures de suivi de flotteurs dans la couche limite turbulente dans l’oce´an. Ils observent
un re´gime inertiel compatible avec un spectre en ω
H
2 dont la coupure a` haute fre´quence est due
a` la re´ponse du flotteur.
Il existe e´galement quelques rares papiers concernant la dispersion de paires. Virant &
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Dracos [91] ont effectue´ de telles mesures a` 3D qui ont tendance a` confirmer l’approche de
Batchelor[6] pre´disant une loi de probabilite´ normale pour les se´parations. Jullien et al. [37]
ont mesure´ la dispersion de paires de particules dans un e´coulement bidimensionnel. La loi de
probabilite´ de la se´paration est une exponentielle e´tire´e proche de celle propose´e par Richard-
son [71]. Ott & Mann 2000 [63] en arrivent a` la meˆme conclusion par des mesures de dispersion
dans une turbulence 3D cre´e´e par deux grilles oscillantes.
1.3 Simulations nume´riques
1.3.1 Les simulations totales
Les simulations nume´riques de dispersion de particules sont des entreprises tre`s lourdes.
Tout d’abord, elles ne´cessitent une simulation nume´rique totale (DNS) de l’e´coulement. Cette
e´tape est de´ja` fort couˆteuse en temps de calcul. Ensuite il faut effectuer un suivi de particules
dans l’e´coulement. La position des particules n’e´tant pas sur les points de grille a` priori, on doit
interpoler le champ de vitesse de fac¸on a` obtenir la vitesse de la particule de fluide. Les nombres
de Reynolds les plus e´leve´s sont obtenus pour des grilles 5123 et valent 230 environ [95]. On
suit alors typiquement entre 10000 et 100000 particules. Ces simulations sont particulie`rement
riches en informations car elles donnent acce`s au champ de vitesse lagrangien complet bien suˆr
mais e´galement a` l’acce´le´ration et un certain nombre d’autre quantite´s telles que la dissipation,
la vorticite´ le long des trajectoires lagrangiennes. Elles permettent e´galement de suivre la dif-
fusion relative de deux (ou plus) particules. Elles sont donc susceptibles de fournir une vaste
palette de renseignements. Leur inconve´nient principal est le nombre de Reynolds relativement
faible pour lequel on n’observe pas de re´gime inertiel tre`s clair. Les publications de simula-
tions nume´riques lagrangiennes sont apparues principalement a` la fin des anne´es 80, de´but des
anne´es 90 mais sont tout de meˆme encore relativement rares surtout lorsqu’on recherche des
informations plus fines que la simple position des particules.
Un des articles pionniers et tre`s riche a e´te´ publie´ par Yeung & Pope en 1989 [96]. Il s’agit
d’un des papiers les plus complets sur ce que la DNS peut extraire comme informations sur
la vitesse lagrangienne. Les auteurs analysent la vitesse et l’acce´le´ration, mais e´galement les
gradients, enstrophie ou dissipation le long des trajectoires. Malheureusement le nombre de
Reynolds est limite´ a` Rλ L 90. A un tel nombre de Reynolds, le re´gime inertiel est inexis-
tant et on n’observe pas de loi d’e´chelle sur la densite´ spectrale de puissance. Ils s’inte´ressent
tout d’abord a` l’acce´le´ration. Les composantes de l’acce´le´ration se de´corre`lent en un temps de
l’ordre de τη alors que la norme se de´corre`le en un temps voisin de TL. En d’autres termes, l’in-
formation de direction de l’acce´le´ration est perdue en un temps tre`s court tandis que l’amplitude
reste corre´le´e pendant un temps tre`s long. On peut donc e´crire l’acce´le´ration comme
a 	 t 
 a 	 t 
 e (1.38)
ou` e est un vecteur unitaire rapidement variable contenant tout l’information de direction. Ces
re´sultats sont de´taille´s dans un papier de Pope (1990) [66] et confirme´s dans un papier de Yeung
(1997) [94] a` un nombre de Reynolds un peu plus e´leve´ (140). La norme a 	 t 
 a une statistique
proche de log-normale. Le coefficient a0 de Kolmogorov est de l’ordre de 2-3 et croıˆt avec Rλ
(peut-eˆtre car le nombre de Reynolds n’est pas assez e´leve´). En ce qui concerne la statistique
de la vitesse, ils observent que la fonction d’autocorre´lation de´croıˆt exponentiellement sauf aux
temps courts a` cause de la re´gularisation a` petite e´chelle. Ils n’observent pas de scaling de la
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fonction de structure d’ordre 2 dans le re´gime inertiel. Par contre on observe une de´formation
des PDFs des incre´ments qui sont gaussiens a` grande e´chelle, et fortement de´forme´s aux petites
e´chelles (intermittence) avec des ailes larges. Ils obtiennent des flatness valant jusqu’a` 18 aux
plus petites e´chelles et croissant avec le nombre de Reynolds.
Une autre e´tude extreˆmement riche a e´te´ publie´ par Yeung (2001) [95]. Il effectue des simu-
lations DNS de turbulence homoge`ne isotrope force´e, jusqu’a` Rλ de l’ordre de 230. Il a acce`s
a` nombre de variables telles la vitesse lagrangienne, la dissipation d’e´nergie, le scalaire, la dis-
sipation du scalaire, la vorticite´ ou l’enstrophie le long des trajectoires lagrangiennes. Il e´tudie
surtout ces dernie`res quantite´s plutoˆt que la vitesse. Il observe au plus haut nombre de Reynolds
un spectre qui, lorsqu’il est compense´ par ω2 montre nettement un plateau. L’autocorre´lation
de la vitesse lagrangienne a e´galement e´te´ e´tudie´e par Gotoh et al. (1993) [31] en utilisant une
autre me´thode appele´e PVM (Passive Vector Method) essentiellement pour comparer avec les
statistiques eule´riennes.
On peut citer e´galement le travail de Squires & Eaton (1991) [81] qui e´tudient surtout la
dispersion d’une particule dans une turbulence homoge`ne ou cisaille´e, ainsi que l’article de
Yeung (1997) sur l’acce´le´ration relative de deux particules.
Dans une approche le´ge`rement diffe´rente, Yeung & Vedula ont effectue´ une analyse de´taille´e
de l’acce´le´ration des particules de fluide et des gradients de pression. Ils se placent dans un
contexte eule´rien, c’est a` dire a` un temps fixe´, et en e´tudiant les variations spatiales. Les nombres
de Reynolds atteints dans leurs calculs varient entre 21 et 235. Ils arrivent a` se´parer les termes
de gradients de pression et de dissipation dans l’acce´le´ration. La partie lie´e a` la pression est
dominante et son rapport avec la partie dissipative croıˆt avec Rλ, peut-eˆtre en R
1 K 2
λ . Le coefficient
a0 augmente avec Rλ sans montrer de saturation, passant de 0.8 a` 4. En ce qui concerne les
gradients de pression qui constituent la majeure part de l’acce´le´ration lagrangienne, les densite´s
de probabilite´ sont tre`s fortement non-gaussiennes, syme´triques, avec une flatness croissant
fortement avec Rλ jusqu’a` une valeur de 40 a` Rλ  235. Ce comportement et ces valeurs sont
tout a` fait en accord avec les mesures d’acce´le´ration de La Porta et al. (2001) [69] qui mesurent
des flatness tout a` fait voisines.
Des travaux a` la fois the´oriques et nume´riques de Pumir et al. [70, 17] concernent les sta-
tistiques a` plusieurs points et en particulier les statistiques a` 4 particules c’est-a`-dire l’e´volution
temporelle de te´trae`dres. Ces quantite´s nous sont malheureusement totalement inaccessibles.
1.3.2 Les mode`les stochastiques
Dans l’e´tude de la dispersion, des e´coulements re´actifs ou de la combustion, l’approche
naturelle est lagrangienne. Il s’agit de savoir comment les particules de fluide s’e´loignent de
leur position initiale (approche a` une particule) ou l’une de l’autre (approche a` deux particules).
Une approche souvent adopte´e consiste a` mode´liser l’e´volution temporelle de la vitesse par une
e´quation de type Langevin :
dvi
dt 
vi 	 t 

TL
 fi 	 t 
 (1.39)
ou` vi est une composante de vitesse, fi 	 t 
 est une force rapide, δ-corre´le´e et gaussienne. Le
processus est alors un processus de Markov pour les vitesses. En re´alite´, l’e´criture sous la forme
d’une e´quation de Langevin est proble´matique du point de vue mathe´matique car la variance
de f est infinie. Pour contourner ce proble`me on se place dans le formalisme de Ito [28]. Le
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proble`me peut alors se re´e´crire de fac¸on ge´ne´rale sous la forme :
dxi 	 t 
M vi 	 t 
 dt (1.40)
dvi 	 t 
M Ai 	 x 	 t 
ﬃ v 	 t 
ﬃ t 
 dt
 Bi 	 x 	 t 
ﬃ v 	 t 
ﬃ t 
 dWi 	 t 
N (1.41)
ou` dWi est un processus de Wiener c’est a` dire un bruit blanc gaussien de variance dt. Les
coefficients A et B sont susceptibles de de´pendre de x pour prendre en compte une e´ventuelle
anisotropie de l’e´coulement[68]. Pour simplifier on se place dans le cadre de la turbulence
homoge`ne et isotrope pour supprimer cette de´pendance. On prend Bi 	 v  t 
;O C0ε de fac¸on a`
ce que la fonction de structure d’ordre 2 ve´rifie la pre´diction K41
5
dvi 	 t 
 dv j 	 t 
46 δi jC0εdt  (1.42)
On note PL 	 v  t ﬂ v0  t0 
 la probabilite´ de transition de la vitesse lagrangienne. Elle ve´rifie l’e´qua-
tion de Fokker-Planck :
∂PL
∂t 
∂A jPL
∂v j

1
2
C0ε
∂2PL
∂v2j
 (1.43)
Par ailleurs on a la relation fondamentale suivante :
PE 	 V;x  t 

1,1
PE 	 V0;x0  t0 
 PL 	 V  x; t ﬂV0  x0; t0 
 dV0dx0  (1.44)
ou` PE 	 V;x  t 
 est la densite´ de probabilite´ de la vitesse eule´rienne en x a` l’instant t. Comme
cette relation est line´aire, on peut en de´duire que PE ve´rifie e´galement l’e´quation de Fokker-
Planck 1.43. Pour la turbulence homoge`ne isotrope, la forme de PE est connue, un consensus
s’e´tant forme´ pour dire qu’elle est gaussienne :
PE 	 u 
%
1
	 2piσ2 
 3 K 2
exp


u2
2σ2

 (1.45)
Cela contraint fortement la forme de A. Thomson [86] a montre´ que Ai doit ve´rifier
Ai 
1
2
C0ε
1
PE
∂PE
∂ui
 φi (1.46)
ou` le vecteur φ ve´rifie
div 	 PEφ 
; 0  (1.47)
En ge´ne´ral, cela ne contraint pas A de fac¸on unique mais dans le cas homoge`ne et isotrope, on
a
Ai 	 v 
; f 	 v 
 vi (1.48)
et avec l’e´quation 1.47 on montre que φ  0 est la seule solution qui a un comportement re´gulier
en v  0. A est donc de´termine´ de fac¸on unique et vaut
A 	 v 
% C0ε
2σ2
v  (1.49)
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On retombe donc sur une e´quation de Langevin classique qui sous la forme de Ito s’e´crit donc
dv & v
TL
dt QP C0εdW  (1.50)
avec
TL 
2σ2
C0ε
 (1.51)
Si on a ε  σ3  L et TE  L  σ alors on a TL  2TEC0 . On voit que pour les valeurs de C0 de l’ordre
de 3 a` 5 rapporte´es dans la litte´rature on a TL
L
TE , ce qui est effectivement observe´. Cette
e´quation peut eˆtre re´solue :
v 	 t 
 v 	 0 
 e H
t
TL

P C0ε
1
t
0
e H
t R s
TL dW 	 s 
N (1.52)
Si on prend une condition initiale gaussienne de variance σ2 alors on obtient une variance
constante et le coefficient d’autocorre´lation vaut
RL 	 τ 
  exp


τ
TL 
 (1.53)
La fonction de structure d’ordre 2 vaut
DL2 	 τ 
% 2σ2 	 1  RL 	 τ 
4
% 2σ2

1  exp


τ
TL S
(1.54)
et dans la limite t T TL on retrouve la pre´vision K41
DL2 	 τ 
% C0ετ  (1.55)
Par ailleurs, comme de processus de Wiener dW est gaussien, v et les incre´ments ∆τv le
sont e´galement. On notera que cette forme d’e´quation de Langevin peut eˆtre de´rive´e a` partir des
e´quations de Navier-Stokes via des approximations de type relations d’Onsager originaires de
la physique statistique hors-e´quilibre [55].
Quels sont les inconve´nients du mode`le ? Tout d’abord il ne pre´sente qu’une seule e´chelle de
temps TL et donc qu’il se situe dans la limite de nombre de Reynolds infini. On note e´galement
que l’acce´le´ration est un bruit blanc et donc sa variance est infinie. Par ailleurs, comme tous les
incre´ments sont gaussiens, on n’observe pas l’intermittence observe´e par Yeung & Pope [96].
Ces mode`les ont e´te´ raffine´s pour prendre en compte ces objections. Tout d’abord Saw-
ford [77] a mode´lise´ un nombre de Reynolds fini en utilisant un mode`le stochastique d’ordre
2, ce qui revient a` utiliser un bruit corre´le´ au lieu du processus de Wiener. Il obtient alors un
coefficient d’auto-corre´lation ayant la structure suivante :
RL 	 τ 
%
TL exp
@

τ
TL A T2 exp
@

τ
T2 A
TL  T2
 (1.56)
ou` TL a l’expression pre´ce´dente et T2 est le temps petite e´chelle dont l’expression est
T2 
C0τη
2a0
 (1.57)
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Les expressions des temps caracte´ristiques ont e´te´ choisies de fac¸on a` ve´rifier les deux pre´dic-
tions K41 concernant la fonction de structure d’ordre 2 de la vitesse et la variance de l’acce´le´ra-
tion. Dans le cas d’un nombre de Reynolds e´leve´, on a T2 T TL et on observe un re´gime inertiel.
La fonction d’auto-corre´lation est quasi exponentielle sauf aux temps tre`s faibles pour lesquels
on observe une courbure pour satisfaire a` une variance d’acce´le´ration finie. Le rapport des deux
temps limites du re´gime inertiel vaut
RL 
TL
T2

4a0
C20 O 15
Rλ  (1.58)
On voit que le nombre de Reynolds RL que l’on construit a` partir de ce mode`le, est propor-
tionnel aux nombre de Reynolds Rλ et le coefficient de proportionnalite´ est, d’apre`s les valeurs
rapporte´es dans la litte´rature, de l’ordre de 0.3. Les re´sultats obtenus sont alors tre`s proches de
ceux de Yeung & Pope [96].
On peut e´galement tenter d’introduire l’intermittence. Pope & Chen [67] proposent un
mode`le stochastique prenant en compte simultane´ment la dissipation et la vitesse. Borgas &
Sawford [13] proposent, dans une de´marche de meˆme type que celle d’Obukhov, de remplacer
ε dans l’e´quation de Langevin 1.50 par une se´rie temporelle ε 	 t 
 issue d’une cascade multifrac-
tale (U -model). L’e´quation de Langevin s’e´crit alors
dv  C0ε 	 t 

2σ2
vdt  P C0ε 	 t 
 dW  (1.59)
Il faut alors effectuer des moyennes e´galement sur les re´alisations de ε 	 t 
 . Dans le meˆme esprit
Delour et al.[21, 61, 5] proposent de synthe´tiser un bruit multifractal de type agglome´re´, ce qui
permet de supprimer les inconve´nients majeurs des synthe`ses de type cascade discre`te (base
d’ondelettes ou U -model). Ce mode`le MRW est donc multifractal, a` incre´ments stationnaires et
pre´sentant une invariance d’e´chelle continue. On peut donc l’injecter dans l’e´quation de Lan-
gevin a` la place du processus de Wiener. Ce mode`le est de´crit en de´tail dans le chapitre 8. Si le
processus obtenu pre´sente de bonnes proprie´te´s de multifractalite´, les auteurs n’ont pas e´tudie´
la forme a` donner au terme de rappel de l’e´quation de Langevin.
Ces mode`les ont e´galement e´te´ e´tendus pour e´tudier la dispersion relative de deux particules
[12], cette de´marche e´tant en partie justifie´e par la de´rivation d’une e´quation de type Langevin,
exacte, a` partir de l’e´quation de Navier-Stokes [35].
Chapitre 2
Montage expe´rimental
Nous avons vu que les rares expe´riences de mesures lagrangiennes effectue´es jusqu’a` pre´-
sent sont base´es sur des techniques optiques : on suit la trajectoire d’un certain nombre de
particules et on la de´rive pour obtenir la vitesse puis l’acce´le´ration. Ces e´tapes de de´rivation
de signaux expe´rimentaux sont toujours de´licates. Pour contourner ce proble`me, nous avons
de´cide´ de focaliser notre e´tude sur la vitesse lagrangienne et avons cherche´ un moyen permettant
d’obtenir la vitesse en une seule e´tape. L’utilisation de l’effet Doppler permet de re´aliser cette
exigence : une particule solide se de´plac¸ant dans un champ acoustique va diffuser le son avec
un de´calage fre´quentiel proportionnel a` sa vitesse. Une fois le principe choisi, il reste a` choi-
sir les diffe´rents parame`tres de l’expe´rience de fac¸on a` optimiser les performances du syste`me
de mesure. On commence par de´crire en de´tails l’effet Doppler ainsi que les limites de vali-
dite´ des hypothe`ses effectue´es. Puis on pre´sente le dispositif expe´rimental cre´ant l’e´coulement
tourbillonnaire de Von Ka´rma´n. On e´tudie ensuite la diffusion du son par une sphe`re solide, ce
qui est la base de la me´thode de mesure. Ces diffe´rents aspects font fixer un certain nombre de
contraintes. Le respect des ces contraintes parfois oppose´es ne´cessite de faire des compromis et
impose la valeur des diffe´rents parame`tres acoustiques concernant les transducteurs et la chaıˆne
de mesure. On de´crit finalement le principe et la re´alisation de l’e´lectronique d’acquisition.
2.1 Principe de la mesure : effet Doppler ultrasonore
Le principe de la mesure est donc le suivant (figure 2.1) : on e´met une onde monochroma-
tique avec un transducteur. Lorsqu’une bille passe dans le faisceau d’ultrasons, elle diffuse le
son avec un de´calage fre´quentiel Doppler. On enregistre alors cette onde par un transducteur
re´cepteur.
Pour calculer l’expression du de´calage fre´quentiel, on effectue les hypothe`ses suivantes :
– on suppose que le nombre de Mach M  v  c est faible (dans nos expe´riences M B 10
H
3),
– on ne´glige la perturbation due a` l’e´coulement dans la propagation en ligne droite du son,
– on suppose que l’e´metteur E est ponctuel et e´met une onde sinusoı¨dale p 	 t 
 p0eiω0t
(pour s’affranchir des proble`mes de champ proche et d’anisotropie d’e´mission),
– on suppose le diffuseur ponctuel.
Dans ces conditions, le signal rec¸u par le diffuseur D a` l’instant t2 est simplement le signal
e´mis par E au temps retarde´ de la dure´e du parcours
t1  t2 
ED 	 t2 

c
(2.1)
ou` ED 	 t 
 est la distance e´metteur-diffuseur a` l’instant t. La phase est donc φ1  ω0t1. Le signal
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Fig. 2.1 – Sche´ma de principe de la mesure
rec¸u a` t par le re´cepteur R a e´te´ e´mis par D a` l’instant t2 tel que
t2  t 
DR 	 t2 

c
 (2.2)
La phase rec¸ue par R a` l’instant t est donc
φ 	 t 
 ω0t2  ED 	 t2 

c
 (2.3)
Pour obtenir la pulsation, il suffit de de´river par rapport a` t. La de´rive´e de t2 par rapport a` t est
dt2
dt 
1
1  vR 	 t2 

(2.4)
ou` vR est la vitesse de la particule projete´e sur la droite DR dans le sens de R vers D. De meˆme
on de´finit vE la vitesse projete´e sur la droite ED dans le sens de E vers D. Alors la pulsation
rec¸ue par le re´cepteur s’exprime :
ω 	 t 
% ω0
1  vE
 t2 ﬁ
c
1  vR
 t2 ﬁ
c
 (2.5)
Dans l’approximation M T 1 et en supposant que le temps de vol t  t2 est ne´gligeable devant
les temps caracte´ristiques d’e´volution de la vitesse, on peut simplifier l’expression pre´ce´dente :
ω 	 t 
% ω0
 q 	 t 
3 v 	 t 
 (2.6)
ou` q  kdiff  kinc est la diffe´rence des vecteurs d’onde incident et diffuse´ et v est la vitesse
de la particule. Dans notre expe´rience, la longueur maximum de propagation entre la bille et
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le re´cepteur est au maximum 30 cm. Avec une vitesse du son de 1500 m/s, on obtient donc un
temps de vol maximum de l’ordre de 210
H
4 s. On pourra donc ne´gliger l’influence du temps de
vol si on ne s’inte´resse qu’a` des phe´nome`nes dont les temps caracte´ristiques sont typiquement
supe´rieurs a` 210
H
3 s, ce qui correspond a` une plage de fre´quences infe´rieures a` 500 Hz. On
note que v 	 t2 
 peut eˆtre approxime´e au premier ordre par
v 	 t2 
 v 	 t 
G
DR(t)
c
dv
dt 	 t 
 (2.7)
Pour une vitesse typique de 1 m/s, et une distance de 15 cm, on ne pourra ne´gliger la correction
que si l’acce´le´ration est faible devant 104 m/s2. On verra dans le chapitre de´crivant les mesures
que des valeurs de l’ordre de 5000 m/s2 sont enregistre´es. Ne´anmoins ces valeurs sont peu
probables et donc pour l’immense majorite´ des instants, on peut ne´gliger le temps de vol.
En pratique la propagation est plus complexe car le milieu est lui-meˆme en mouvement.
Cela peut induire plusieurs effets :
i. la propagation n’est plus rectiligne,
ii. des structures de l’e´coulement peuvent diffuser du son et
iii. l’e´coulement cause lui-meˆme un effet Doppler.
Le premier effet est ne´gligeable car il intervient au second ordre en v  c. Les structures sus-
ceptibles de diffuser du son sont essentiellement des filaments de vorticite´ ([22, 48]) et leur
contribution est ne´gligeable car leur section efficace de diffusion est nettement plus faible que
celle d’une bille solide. Le de´calage Doppler duˆ a` l’e´coulement lui-meˆme peut eˆtre estime´ :
si on suppose que la propagation reste rectiligne mais que l’on prend en compte la vitesse du
fluide (on ne´glige la vorticite´), le temps t1 s’exprime alors
t1  t 
1
D
E
ds
c

v 	 s  t 

(2.8)
ou` s est l’abscisse curviligne et v 	 s  t 
 le vitesse projete´e sur le rayon. Au premier ordre on peut
le re´e´crire
t1  t 
1
D
E

1  v 	 s  t 

c

ds  t  r 	 t 

c

1  vr 	 t 

c

(2.9)
ou` vr est la vitesse de l’e´coulement a` l’e´chelle r  ED. La pulsation devient donc pour le trajet
aller :
ω 	 t 
% ω0

1 
v 	 t 

c

r 	 t 

c2
dvr
dt

 (2.10)
On note que vr est une vitesse a` grande e´chelle car r est de l’ordre de 20 cm. Pour une tur-
bulence isotrope et homoge`ne, sa de´rive´e peut-eˆtre estime´e par v2r  r et le terme correctif est
donc d’ordre v2r  c2. Le de´calage Doppler cre´e´ par l’e´coulement lui-meˆme intervient a` l’ordre
supe´rieur en v  c. On peut donc ne´gliger cette perturbation sur l’estimation de la vitesse de la
bille. Cela signifie e´galement que les e´chos sur les parois immobiles de la cuve ne pre´sentent pas
de de´calage fre´quentiel notable autour de la fre´quence d’e´mission. On note que la pre´sence de
structures instationnaires a` grande e´chelle peut mettre a` mal le raisonnement pre´ce´dent. Dans
le cas du re´gime corotatif de l’e´coulement de Von Ka´rma´n ([79]), on observe un gros vortex
qui “explose” de fac¸on re´pe´te´e. La phase d’explosion peut cre´er un changement brutal de vr.
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Fig. 2.2 – Sche´ma de la cuve. Les moteurs entraıˆnent les disques en rotation en sens contraire.
Les transducteurs sont place´s a` l’extre´mite´ d’un cylindre pointant vers l’axe de la cuve et situe´
a` e´gale distance des deux disques.
Il faudrait ne´anmoins une dure´e extreˆmement courte pour que cela perturbe notablement la
fre´quence. Dans notre cas, il existe des structures a` grande e´chelle (couche de cisaillement par
exemple) mais qui ont une e´volution lente et qui ne perturbent pas la mesure.
Par contre, les e´chos sur les parois mobiles (sur les disques) peuvent causer un de´calage
Doppler tre`s important et il convient donc de les atte´nuer fortement.
La mesure du de´calage Doppler permet donc d’avoir acce`s a` la projection de la vitesse sur
le vecteur d’onde de diffusion q. Mais ce dernier de´pend de la position de la bille et donc va-
rie au cours du mouvement. Dans une ge´ome´trie de re´trodiffusion, le vecteur d’onde variera a`
l’inte´rieur du coˆne forme´ par le faisceau ultrasonore. Afin d’avoir une zone de mesure suffisam-
ment grande pour que la bille y demeure quelques fois le temps de de´corre´lation de la vitesse,
il est ne´cessaire que ce coˆne soit large. Dans notre cas, le demi-angle au somment du coˆne vaut
15   , ce qui est suffisamment faible pour ne´gliger en premie`re approximation la variation de q et
conside´rer que la vitesse mesure´e est la composante projete´e sur l’axe normal aux transducteurs.
2.2 ´Ecoulement
L’e´coulement choisi comme base de notre e´tude est un e´coulement tourbillonnaire de Von
Ka´rma´n (2.2). Il s’agit de l’e´coulement ferme´ entre deux disques coaxiaux contrarotatifs. Le
diame`tre de la cuve est de 20 cm et la distance entre les disques vaut 18 cm. Le disques sont,
suivant les expe´riences, lisses ou avec 8 pales de 0.5 cm de haut. Les disques sont entraıˆne´s
par deux moteurs a` courant continu de 1 kW controˆle´s en vitesse permettant d’atteindre des
fre´quences de rotation de Ω  28 Hz avec les disques lisses et de Ω  11 Hz avec les pales.
2.3. Diffusion du son par une bille 37
Le fluide utilise´ est de l’eau et il est controˆle´ en tempe´rature au moyen d’une circulation d’eau
passant dans deux serpentins situe´s derrie`re les disques. Le volume total est de 9 l. Par ailleurs,
la cuve est connecte´e a` un vase d’expansion. L’eau est de´gaze´e dans la cuve par utilisation d’une
pompe a` vide permettant de faire bouillir l’eau a` tempe´rature ambiante. Apre`s de´gazage pousse´,
on applique une surpression de 2 bars afin d’e´viter toute cavitation dans la cuve. Les re´seaux de
transducteurs sont positionne´s dans des hublots situe´s a` e´gale distance des disques et pointant
vers l’axe de la cuve. On dispose de trois hublots dont les axes font un angle de 45   entre eux.
Le plan des transducteurs est situe´ a` 18 cm de l’axe de la cuve. Les mesures de pression sont
faites dans un hublot de fac¸on a` ce que le capteur soit affleurant a` la paroi cylindrique de la
cuve, a` e´gale distance des deux disques. L’inte´rieur de la cuve ainsi que les faces des disques
en regard sont couverts de 3 cm de re´sine UREOL 6414B/5073A. Cette re´sine polyure´thanne
a une densite´ comprise entre 1 et 1.1 pour une ce´le´rite´ du son de l’ordre de 1500 m/s. Son
impe´dance acoustique est donc voisine de celle de l’eau et induit une faible re´flectivite´. De
plus, elle absorbe le son a` raison d’environ 6 dB/cm pour des fre´quences de l’ordre du MHz.
Ainsi on limite fortement les re´flexions sur les parois.
R (cm) 10
T (ms) 100
U (m/s) 0.1
σ (m/s) 1
L (cm) 4
λ (µm) 600
η (µm) 20
τη (ms) 0.2
Tab. 2.1 – Ordre de grandeur des diffe´rentes caracte´ristiques de l’e´coulement. R rayon des
disques, T pe´riode de rotation, U vitesse de l’e´coulement moyen, σ vitesse quadratique
moyenne, L grande e´chelle de l’e´coulement, λ longueur de Taylor, η longueur de Kolmogo-
rov, τη temps de Kolmogorov
Le choix de cet e´coulement a e´te´ fait en raison de l’expertise de l’e´quipe dans l’e´tude de
cet e´coulement ([25, 79, 59]) et du fait qu’il est l’objet d’un grand nombre d’e´tudes dans
la communaute´ ([14, 7, 69, 97]). Il pre´sente par ailleurs des avantages inte´ressants : il s’agit
d’un e´coulement ferme´ et donc sans vitesse moyenne. Dans le cas d’un e´coulement de jet par
exemple, il faudrait de´placer les transducteurs pour garder les particules suffisamment long-
temps dans le faisceau. Il est de taille raisonnable pour que les effets d’atte´nuation des ultrasons
dans l’eau soient faibles. Il permet e´galement d’atteindre des nombres de Reynolds assez e´leve´s
(Re  R2Ων B 105). Il pre´sente ne´anmoins des inconve´nients : il existe des parois mobiles suscep-
tibles de cre´er du de´calage fre´quentiel Doppler et l’e´coulement n’est ni homoge`ne ni isotrope.
2.3 Diffusion du son par une bille
On conside`re une sphe`re e´lastique plonge´e dans un fluide. On e´met une onde plane incidente
et on cherche l’amplitude de l’onde diffuse´e par la sphe`re. Comme la sphe`re n’est pas infiniment
rigide, on observe un certain nombre de re´sonances dues a` la propagation d’ondes de Rayleigh
a` sa surface. Par conse´quent, l’amplitude rayonne´e de´pend de fac¸on assez complexe du rapport
longueur d’onde sur rayon de la sphe`re.
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2.3.1 Expression de l’onde diffuse´e
Ce proble`me de diffusion du son par une sphe`re e´lastique a e´te´ traite´ analytiquement par
Gaunard & ¨Uberall [29]. On suppose que la sphe`re est plonge´e dans un liquide infini de masse
volumique ρ1 dans lequel la ce´le´rite´ du son vaut c1. On e´met une onde plane de pulsation ω
et de vecteur d’onde k1. La sphe`re est un solide e´lastique de masse volumique ρ2, de rayon a
dans lequel peuvent se propager des ondes longitudinales de ce´le´rite´ cL et de cisaillement cS
dont les vecteurs d’onde sont respectivement kL et kS. Chaque type d’onde ve´rifie une e´quation
d’onde dans son milieu. On effectue une de´composition de la pression en fonctions de Bessel
sphe´riques et on peut montrer que l’amplitude de la pression diffuse´e a` l’exte´rieur de la sphe`re
s’e´crit
pdiff 	 r θ 
% p0e H iωt
∞
∑
n W 0
in 	 2n  1 
 Pn 	 cosθ 
 bnh
 1 ﬁ
n 	 k1r 
X (2.11)
ou` p0 est l’amplitude de l’onde plane incidente, Pn est le polynoˆme de Legendre d’ordre n, θ
est l’angle avec le vecteur d’onde incident et h1n la fonction de Hankel sphe´rique de premie`re
espe`ce. bn est un coefficient fonction de ρ1  ρ2, n, ksa, kLa et k1a, dont l’expression est fournie
dans la re´fe´rence [29]. Ce terme de´crit les re´sonances successives dues a` la propagation des
ondes de surface sur la sphe`re et leur rayonnement dans le fluide.
Dans la limite du champ lointain (pour la bille), l’expression pre´ce´dente peut eˆtre re´e´crite
pdi f f 	 r θ 
% p0
a f 	 θ 

2r
eik1r H iωt (2.12)
avec
f 	 θ 
; 2
ik1a
∞
∑
n W 0
in 	 2n  1 
 Pn 	 cosθ 
 bn  (2.13)
Cette fonction f appele´e fonction de forme, repre´sente l’amplitude relative de l’onde diffuse´e
par rapport a` l’onde plane incidente. Elle fournit l’e´volution de l’amplitude avec la longueur
d’onde et avec l’angle.
2.3.2 Application a` notre cas
Dans notre cas, les sphe`res sont en polystyre`ne de masse volumique ρ2  1  056 kg/m3. Les
ce´le´rite´s du son dans ce mate´riau sont cL  2350 m/s et cS  1120 m/s [32]. Les billes utilise´es
sont de diame`tre 1, 0.5 et 0.25 mm. Le fluide est de l’eau de masse volumique 1.00 et dont
la ce´le´rite´ vaut 1.479 m/s a` 25   C. On peut avec ces valeurs nume´riques estimer la fonction de
forme pour diverses valeurs de a et ω.
Re´ponse fre´quentielle
La fonction de forme est fonction du rayon et de la fre´quence via le parame`tre unique k1a.
La figure 2.3 pre´sente l’e´volution de f en fonction de k1a pour deux angles d’incidence θ  pi
(re´trodiffusion) et θ  3pi  4 qui correspondent aux deux situations envisageables pratiquement
dans nos expe´riences. Les valeurs de k1a correspondant aux fre´quences et tailles de billes uti-
lise´es dans nos expe´riences sont donne´es dans la table 2.2. La variation de la fonction de forme
est assez complexe, pre´sentant une suite de pics assez larges sur lesquels se superposent d’autres
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a f k1a
µm MHz
250 2.50 1.31
250 2.80 1.47
500 2.50 2.62
500 2.80 2.93
1000 2.50 5.23
1000 2.80 5.86
Tab. 2.2 – Valeurs de k1a pour les parame`tres de nos expe´riences.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0
1
2
3
4
5
6
7
k1a
|f|
N
.M
or
da
nt
,T
he`
se
de
do
ct
or
at
,E
N
S
Ly
on
,F
ra
nc
e
(20
01
)
Fig. 2.3 – Variation de la fonction de forme en fonction de k1a pour des angles de pi rad (trait
plein) et 3pi  4 rad (trait pointille´). Les e´toiles marquent les valeurs de k1a utilise´es dans nos
expe´riences.
pics tre`s fins. Comme signale´ par Hefner & Marston [34], la fonction de forme prend des valeurs
supe´rieures a` 1. Ceci est duˆ au fait que la ce´le´rite´ du son dans le polystyre`ne (cS) est infe´rieure
a` celle de l’eau. On a donc un renforcement de la diffusion (surtout en re´trodiffusion) pour
k1a Y 1  3. On observe que pour les petites valeurs de k1a, f de´croıˆt fortement comme a2. Par
contre, quand k1a augmente, la fonction de forme garde des valeurs oscillant autour de 1. Par
conse´quent, l’amplitude de l’onde diffuse´e varie comme a pour les valeurs de k1a supe´rieures
a` 1.3 et en a3 quand k1a tend vers 0. Les billes de 250 µm a` 2.5 ou 2.8 MHz correspondent
donc au voisinage du premier pic de re´sonance. En re´alite´ les amplitudes du son enregistre´es
sur les deux voies est du meˆme ordre de grandeur, semblant signifier que les billes utilise´es sont
le´ge`rement plus grosses que 250 µm (ce qui est tout a` fait possible car le lot utilise´ est poly-
disperse autour d’un diame`tre moyen de 250 µm) de telle sorte que les valeurs de k1a soient
syme´triques par rapport au pic de la re´sonnance.
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Diagramme de rayonnement
On a trace´ sur la figure 2.4 le diagramme de rayonnement pour les diffe´rents couples taille de
bille, fre´quence d’e´mission. Ces diagrammes sont, de fac¸on ge´ne´rale, multilobe´s et le nombre
de lobes croıˆt avec la taille de la bille (et donc avec k1a). On observe une diffusion importante
a` angle nul dans la direction de l’onde incidente. L’orientation des autres lobes varie fortement
avec la valeur de k1a. On voit que la direction de 3pi  4 (135   ) choisie dans la plupart des
expe´riences n’est pas force´ment la direction optimale. C’est la cas de fac¸on flagrante pour les
billes les plus petites pour lesquelles la directivite´ est proche du quadripoˆle. Ne´anmoins on
ope`re dans cette ge´ome´trie pour d’autres raisons pratiques.
Il faut noter ne´anmoins que les formules pre´ce´dentes ne sont valables que dans l’hypothe`se
d’un fluide et d’une bille au repos. La pre´sence d’un e´coulement qui entraıˆne la bille peut
modifier fortement les caracte´ristiques du rayonnement. Du fait du mouvement, le son rec¸u
par la bille a une fre´quence le´ge`rement variable. Cela peut contrarier fortement les re´sonances
des ondes de surface et e´largir les pics. Une e´ventuelle rotation de la bille sur elle-meˆme peut
e´galement perturber les diagrammes de rayonnement car les ondes de surface n’auront plus la
meˆme ce´le´rite´ selon leur sens de propagation a` la surface de la bille. Il ne faut donc vraisembla-
blement pas prendre a` la lettre les pre´dictions pre´ce´dentes qui constituent plutoˆt une indication
des phe´nome`nes pouvant se produire lors de la diffusion du son par les particules.
2.4 Transducteurs
2.4.1 Les contraintes
Dans notre choix des transducteurs (ge´ome´trie, fre´quence de travail...), nous devons faire
face a` un certain nombre de contraintes d’origine technique ou expe´rimentale.
1. le de´calage Doppler est proportionnel a` la fre´quence d’e´mission. Par ailleurs a` feneˆtre
de temps fixe´e, il est plus simple d’estimer une fre´quence e´leve´e. Par exemple pour une
analyse de Fourier, on doit compter avec la relation d’incertitude δt  δ f Y 1  2 (ou` δt et
δ f sont les ordres de grandeurs des incertitudes sur le temps et la fre´quence respective-
ment). Si on se fixe δt alors la re´solution en fre´quence est minore´e. Pour δt B 10
H
3 s on
obtient une re´solution minimale de δ f Y 500 Hz. Pour une incertitude relative de 10%, il
faudrait une fre´quence typique de Doppler de 5 kHz. Pour 1 m/s, on obtiendrait alors une
fre´quence d’e´mission de 7.5 MHz. De fac¸on ge´ne´rale, il sera donc plus aise´ pour extraire
le de´calage Doppler, d’e´mettre a` haute fre´quence.
2. La taille de la zone de mesure est de´termine´e par l’intersection du faisceau d’e´mission et
du faisceau de re´ception. Or ces deux faisceaux sont d’autant plus larges que la taille a des
transducteurs est faible. En effet la largeur angulaire est proportionnelle au rapport de la
taille sur la longueur d’onde λ  a ∝ 1  f a. Il faut donc diminuer la taille des transducteurs
et/ou diminuer la fre´quence d’e´mission. Un premier compromis se dessine entre qualite´
de de´modulation et taille de la zone de mesure.
3. Une contrainte technologique apparaıˆt alors : il existe une plage de taille de transducteurs
inaccessible pour des questions de re´sonnance des cristaux pie´zo-e´lectriques. En particu-
lier, la firme Vermon qui a fabrique´ les re´seaux que nous utilisons, ne peut re´aliser une
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Fig. 2.4 – Diagramme de rayonnement (fonction de forme) pour les diffe´rentes configurations
expe´rimentales. Le son arrive de la gauche pour un angle de 180
 
.
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taille plus petite que 2 mm, ou alors nettement plus petite.
4. Par ailleurs, la puissance acoustique e´mise est proportionnelle a` la surface du transducteur
et donc plus le transducteur est petit, moins on a de signal. Comme le signal diffuse´ par la
bille est lui-meˆme faible car la bille est petite, on ne peut diminuer exage´re´ment la taille
des transducteurs sans de´te´riorer de fac¸on irre´me´diable le rapport signal/bruit.
5. Afin d’e´viter les proble`mes de re´sonnance sur la bille, il vaut mieux que la fre´quence ne
soit pas trop e´leve´e (typiquement ka B 2). Mais on a vu que lorsque la taille a de la bille
devient petite devant la longueur d’onde, l’amplitude diffuse´e est alors proportionnelle au
volume de la bille et donc diminue fortement quand on accroıˆt la fre´quence. Cela contraint
la taille de la bille a` fre´quence fixe´e ou bien la fre´quence a` taille donne´e.
6. L’e´coulement turbulent pre´sente un re´gime dit inertiel s’e´tendant en terme d’e´chelle spa-
tiale jusqu’a` des tailles de l’ordre de quelques centaines de microns (voir table 2.1). Afin
de les re´soudre, il est souhaitable que la taille de la bille soit au plus e´gale a` ces e´chelles.
7. Il est ne´cessaire de disposer de plusieurs transducteurs en re´ception pour ame´liorer le
rapport signal/bruit mais aussi pour re´aliser des antennes line´aires de capteurs afin d’avoir
acce`s a` la direction d’arrive´e du son et donc a` la position et au vecteur d’onde q.
Nous avons donc duˆ faire un choix re´alisant un compromis raisonnable entre ces diffe´rents
points.
2.4.2 Les deux re´seaux de transducteurs
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Fig. 2.5 – Sche´ma des deux re´seaux : les transducteurs font 2 mm de coˆte´. A gauche l’espace
entre les transducteurs vaut 0.5 mm, il est utilise´ a` une fre´quence de 2.5 MHz (λ=0.59 mm), le
transducteur n
 
9 est inope´rant suite a` une mauvaise utilisation accidentelle ; a` droite, l’espace
entre les transducteurs vaut 0.1 mm et la fre´quence de travail est 2.8 MHz (λ=0.53 mm).
Le choix d’une fre´quence d’e´mission de l’ordre de 2.5 MHz pour des transducteurs carre´s
de 2 mm re´alise ce compromis :
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– le de´calage Doppler pour une vitesse de 1 m/s est de l’ordre de 3.3 kHz, donc une
fre´quence assez e´leve´e pour espe´rer obtenir une bonne re´solution
– avec a  2 mm, on obtient un faisceau dont l’amplitude de´pend de l’angle θ suivant l’ex-
pression sinc 	 12kasin 	 θ 
4
 . La largeur angulaire du faisceau (donne´e par le premier ze´ro
du sinus cardinal) correspond a` un angle de 17   . Le diame`tre du faisceau au centre de la
cuve est alors de l’ordre de 11 cm. On explore donc une zone importante de l’e´coulement
dont la taille fait plusieurs fois la taille caracte´ristique des grandes e´chelles.
– a` cette fre´quence, on a ka  2 pour une taille de bille de rayon 200 µm. On peut donc
espe´rer obtenir un signal suffisamment e´leve´ pour de´tecter des billes d’un diame`tre de
l’ordre de 250 µm, infe´rieur d’un facteur 2 a` la longueur de Taylor.
On a choisi de prendre 9 transducteurs dispose´s en croix (2.5). Ceci permet donc de disposer
de deux antennes line´aires de 5 capteurs dispose´es a` angle droit. Par ailleurs un transducteur
supple´mentaire est pre´vu sur l’un des re´seaux utilisable en e´mission. L’un des re´seaux est plan
et les e´le´ments sont se´pare´s de 0.5 mm ; le second est monte´ sur une calotte sphe´rique de rayon
20 cm et la se´paration entre transducteurs vaut 0.1 mm.
2.5 Chaıˆne d’acquisition
2.5.1 Cahier des charges
Pour mesurer une composante de vitesse, nous devons donc enregistrer de fac¸on synchrone
les signaux issus de 9 transducteurs. La fre´quence typique de ces signaux se situe autour de
2.5 MHz qui doit donc eˆtre la fre´quence de travail de l’e´lectronique. La fre´quence d’e´chantillon-
nage doit donc eˆtre au moins e´gale a` 5.6 MHz (dans le cas d’un e´chantillonnage direct du
signal, afin de respecter le crite`re de Shannon). Par ailleurs, on observe en re´ception une forte
composante a` la fre´quence d’e´mission qui a plusieurs origines :
– un couplage e´metteur/re´cepteur, e´lectromagne´tique ou acoustique (en particulier des on-
des de surface) qui peut eˆtre tre`s fort si on utilise l’e´metteur situe´ sur le meˆme re´seau
(typiquement de l’ordre du millivolt tandis que le signal est plutoˆt de l’ordre du µV),
– les e´chos sur les parois fixes en particulier la re´flexion directe sur la paroi situe´e face
au transducteur. Cet e´cho est fortement atte´nue´ par la re´sine polyure´thanne mais reste
nettement plus fort que celui de la bille.
Par conse´quent, le signal acoustique utile est noye´ sous une composante harmonique d’ampli-
tude 100 a` 1000 fois plus e´leve´e. Par ailleurs, pour pouvoir diminuer la taille de la bille, il faut
que le bruit de l’e´lectronique soit le plus faible possible. Cela impose plusieurs conditions sur
l’e´lectronique qui doit posse´der les caracte´ristiques suivantes :
i. rapidite´
ii. tre`s faible bruit
iii. tre`s faible non-line´arite´
Un appareil est particulie`rement adapte´ a` ces contraintes : l’e´chantillonneur VXI 10 MHz,
23 bits hpe1430A de Agilent Technologies. Cependant, des conside´rations financie`res limitent
se´rieusement le nombre de tiroirs utilisables, il est hors de question de disposer de 18 e´chantil-
lonneurs. Par conse´quent, il est ne´cessaire de pouvoir enregistrer simultane´ment 9 signaux sur
un seul appareil.
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Fig. 2.6 – Sche´ma de principe de la chaıˆne d’acquisition
Le principe de la chaıˆne d’acquisition est le multiplexage fre´quentiel. Le signal de chacun
des re´cepteurs est he´te´rodyne´ dans une bande de fre´quence distincte et somme´ aux autres. Le
sche´ma de principe de la chaıˆne d’acquisition est pre´sente´ figure 2.6. Chaque voie comporte
tout d’abord un pre´amplificateur. Ensuite le signal est multiplie´ par une horloge et filtre´ pour ne
garder que la bande fre´quentielle utile. Les neuf voies sont alors somme´es et e´chantillonne´es
par un tiroir hpe1430A. Celui-ci effectue alors une de´tection he´te´rodyne nume´rique du signal
acoustique (autour de la fre´quence centrale de la bande passante contenant les 9 signaux acous-
tiques). On obtient ainsi un signal complexe (analytique). Afin de conserver la synchronisation
des signaux, il faut enregistrer e´galement les signaux des 9 horloges.
2.5.3 Re´alisation pratique (en collaboration avec Pascal Metz)
La mise en forme du signal
Un sche´ma plus de´taille´ d’une voie est pre´sente´ figure 2.7. Les circuits e´lectroniques sont
de´taille´s en annexe. Le signal d’horloge est synthe´tise´ a` partir d’un signal de re´fe´rence TTL a`
40 MHz fourni par un ge´ne´rateur de fonction hpe1445A. Dans un premier temps, la fre´quence
de ce signal est divise´e par deux, a` 20 MHz puis par un entier prenant des valeurs distinctes
entre 29 et 37 selon les voies. Ce signal TTL est alors filtre´ passe-bas pour ne garder que
la composante harmonique fondamentale. On obtient alors un signal d’horloge sinusoı¨dal de
fre´quence connue et stable.
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Fig. 2.7 – Sche´ma d’une voie
La pre´amplification est re´alise´e par un amplificateur ope´rationnel rapide et ultra-faible bruit.
Il s’agit de l’e´tape limitante en terme de bruit e´lectronique. C’est le bruit en tension (1.05nV/
O Hz) a` l’entre´e du pre´amplificateur qui fixe le niveau de bruit en sortie. Il est ne´cessaire d’am-
plifier fortement le signal d’entre´e (ici d’un facteur 100) car le circuit multiplieur analogique
4 quadrants qui vient ensuite dans la chaıˆne a un niveau de bruit assez e´leve´ (50 nV/ O Hz).
Les circuits multiplieurs a` quatre quadrants sont assez rares et d’autant plus s’ils doivent eˆtre
rapides. De plus, ils ont un niveau de bruit plus e´leve´ que les AO par exemple. La sortie de
l’e´tage de multiplication est ensuite filtre´e par un circuit re´sonnant qui amplifie dans une bande
passante de largeur 20 kHz. Celle-ci est centre´e de fac¸on a` amplifier la composante de fre´quence
correspondant a` la diffe´rence des fre´quences de l’horloge et du signal.
Performances du circuit sans e´mission ultrasonore
La figure 2.8 pre´sente le spectre du signal de sortie de chaque voie isole´e lorsqu’on branche
un court-circuit 50 Ω a` l’entre´e (impe´dance du meˆme ordre de grandeur que celle des transduc-
teurs). On voit nettement la re´ponse du circuit re´sonnant qui amplifie le niveau de bruit duˆ au
pre´amplificateur. Le niveau de base est -160 dB. Le circuit re´sonnant amplifie donc d’un facteur
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Fig. 2.8 – Spectre du signal de sortie de chaque voie isole´e.
10 (20 dB) a` sa fre´quence de re´sonnance. Le but du circuit re´sonnant est d’amplifier le signal de
fac¸on a` ce qu’il soit supe´rieur au niveau de bruit de la somme des 9 voies. En effet, lorsqu’on
somme les 9 voies, on additionne les signaux mais aussi le bruit. Par conse´quent, spectralement
parlant, le niveau de bruit augmente de 10 dB environ (on somme 9 bruits inde´pendants ; la
variance re´sultante est donc multiplie´e par O 9  3). Par contre dans chaque bande de fre´quence
le signal n’augmente pas. Sans le circuit re´sonnant, le rapport signal/bruit se de´graderait d’un
facteur 3. Graˆce a` l’inclusion de ce circuit on empeˆche cette de´gradation et on garde sensi-
blement le meˆme rapport signal/bruit dans chaque bande de fre´quence. Les pics que l’on peut
observer sont des harmoniques des signaux d’horloge. Il sont donc tre`s fin et a` des fre´quences
bien de´finies. On peut donc aise´ment les filtrer nume´riquement avant l’e´tape de traitement du
signal.
Performances avec e´mission sans rotation
La figure 2.9 montre le spectre du signal de sortie du sommateur. Celui-ci est constitue´
simplement d’un pont de re´sistances. On voit que graˆce aux circuits re´sonnants, le signal est
toujours supe´rieur au niveau de bruit. Cela signifie que l’on pourrait e´ventuellement augmen-
ter le nombre de voies de re´ception sans de´grader significativement le rapport signal/bruit dans
chaque bande passante. On observe de nombreux pics supple´mentaires. Leur fre´quence cor-
respond exactement a` la fre´quence d’e´mission de´cale´e dans la bande passante des diffe´rentes
cartes. Ces pics sont duˆs aux diffe´rents couplages qui ont lieu dans la cuve : couplage e´lectroma-
gne´tique ou acoustique (re´flexions sur les parois, transmission par la structure de la cuve, ondes
de surface). Les plus intenses de ces pics correspondent a` une oscillation d’amplitude 0.6 mV.
La valeur quadratique moyenne du bruit dans une bande passante de 26 kHz (largeur utilise´e
dans l’expe´rience man290501 largement de´crite dans les derniers chapitres de cet ouvrage) vaut
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Fig. 2.9 – Spectre du signal de sortie du sommateur. On e´met a` 2.8 MHz par un autre re´seau
situe´ sur un hublot a` 45 e . Les croix marquent les pics correspondants a` la fre´quence d’e´mission
de´cale´e dans la bande passante de chacune des voies. Les disques ne tournent pas, le fluide est
au repos.
14 µV, soit 40 fois moins.
Performances avec e´mission et rotation sans billes
On a pre´sente´ sur la figure 2.10 le spectre de la sortie du sommateur, dans le cas ou` les
disques tournent mais sans avoir introduit de billes dans la cuve. On voit deux effets dus a` la
turbulence. Le premier est l’e´largissement du pic dont la largeur vaut 800 Hz a` sa base. Le
second est l’augmentation du bruit de fond qui est plat lorsque les disques ne tournent pas et
qui a une forme en cloche lorsqu’ils tournent. Le niveau a augmente´ de 6 dB au maximum et la
largeur de la cloche vaut 15 kHz (dans le cas pre´sente´).
Le premier effet d’e´largissement est duˆ a` l’effet Doppler sur la re´flexion directe contre les
parois fixes a` l’inte´rieur de la cuve. On a vu dans la partie 2.1 que les re´flexions sur les pa-
rois immobiles ne cre´ent par de de´calage Doppler notable. On en a ici la preuve. En effet la
contribution principale des re´flexions est due a` la re´flexion directe du son sur la paroi en vis
a` vis de l’e´metteur vers le re´cepteur (qui est situe´ soit sur le meˆme re´seau, soit sur un second
re´seau dans un hublot a` 45 e ) qui peut eˆtre atteint directement par cet e´cho direct. Celui-ci de-
meure assez important malgre´ la re´sine polyure´thanne car la surface illumine´e est tre`s grande.
Les contributions dues aux re´flexions sur les disques sont tre`s faibles. En effet, les re´seaux sont
dans un hublot dont la profondeur est de l’ordre de 8 cm. Cela limite la largeur du faisceau (en
plus de sa largeur naturelle) et empeˆche l’illumination directe des disques. Par conse´quent, le
son qui les atteint a de´ja` subi une re´flexion. De la meˆme fac¸on, le son doit subir une re´flexion
supple´mentaire avant de revenir vers le re´cepteur. On a donc au moins trois re´flexions fortement
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Fig. 2.10 – Spectre du signal de sortie du sommateur. On e´met a` 2.8 MHz par un autre re´seau
situe´ sur un hublot a` 45 e . Les croix marquent les pics correspondants a` la fre´quence d’e´mission
de´cale´e dans la bande passante de chacune des voies. Les disques tournent a` 8 Hz, on n’a pas
mis de bille dans la cuve. En haut : les 9 voies. En bas, de´tail du pic correspondant a` la voie 1 ;
en pointille´ le spectre obtenu sans tourner.
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atte´nue´es. Le signal qui revient meˆme s’il a des composantes spectrales fortement de´cale´es par
effet Doppler n’est pas visible ici. La pre´sence de disques a` pales dans l’exemple pre´sente´ ne
se fait pas ressentir sur le signal car on n’observe pas de pics correspondant a` la fre´quence de
rotation des moteurs.
L’e´largissement du pic central duˆ a` l’e´coulement est handicapant pour l’extraction des com-
posantes spectrales dues au passage des billes. On e´limine ce proble`me par filtrage nume´rique
re´jecteur de bande de largeur 600 Hz (dans le cas de l’expe´rience man290501) – filtre de But-
terworth d’ordre 5. Cela revient a` supprimer les vitesses infe´rieures a` 0.085 m/s (en valeur
absolue). On aura donc toujours une annulation du signal lorsque la vitesse de la bille deviendra
faible. On notera que dans le cas de l’expe´rience man290501, la vitesse quadratique moyenne
vaut 1 m/s environ. On n’a donc e´limine´ qu’un faible partie du signal. Si l’on suppose que la
densite´ de probabilite´ de la vitesse est gaussienne, la probabilite´ de mesurer de telles vitesses
vaut 0.07. On a donc perturbe´ 7% du signal. Ne´anmoins on verra que l’algorithme de traitement
du signal est conc¸u pour affronter ce genre de situation. Il ne de´crochera pas si la bille ne reste
pas trop longtemps dans la zone de faible vitesse. Si la vitesse traverse franchement cette zone,
on peut meˆme espe´rer que l’algorithme reconstruise le signal. On verra que dans le cas ou` la
vitesse de la bille reste nulle assez longtemps, l’algorithme (s’il ne de´croche pas) va donner une
valeur de la vitesse non nulle et de l’ordre de la vitesse a` la limite de la coupure jusqu’a` ce que
le signal re´augmente. On va donc perturber le´ge`rement la statistique de vitesse.
L’origine du second effet d’augmentation du bruit de fond est moins claire. La vitesse cor-
respondant a` la largeur a` -3 dB de la cloche est de l’ordre de 1 m/s. C’est l’ordre de grandeur de
la variance de la vitesse dans ces conditions. On peut donc penser que c’est la diffusion du son
par l’e´coulement qui apparaıˆt dans ces conditions. Cet effet apparaıˆt uniquement sous la forme
d’une augmentation du bruit de fond. On n’observe pas de composantes spectrales localise´es
dans le plan temps-fre´quence tant que l’on n’a pas introduit les particules.
Performances dans les conditions expe´rimentales
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Fig. 2.11 – Spectre du signal issu du sommateur. Dans ce cas les disques tournent a` 7 Hz. On a
mis environ 6 billes dans la cuve.
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La figure 2.11 repre´sente le spectre du signal acoustique issu de la sortie du sommateur
dans le cas ou` les disques tournent a` 7 Hz et la cuve contient environ 6 billes. Le signal est
extrait de l’expe´rience man290501. Le niveau de bruit en dehors de la bande utile n’a pas
varie´. On distingue maintenant dans la bande passante correspondant a` chacune des voies, des
composantes spectrales supple´mentaires dues au passage des billes dans la zone de mesure.
Les spectres sont tre`s semblables dans chaque bande de fre´quence car ils re´sultent des meˆmes
e´ve´nements.
Sur la figure pre´sente´e, le de´calage Doppler vaut jusqu’a` 7 kHz ce qui correspond a` 2 m/s.
On notera que l’on a mesure´ des vitesses allant jusqu’a` plus de 5 m/s. Le Doppler correspondant
vaut 17 kHz. On a donc recouvrement des bandes passantes des diffe´rentes voies. Tant que l’on
ne cherche a` mesurer la vitesse que d’une seule bille, cela n’est pas proble´matique car les
composantes spectrales sont toutes de´cale´es dans le meˆme sens et donc elles ne se recoupent
jamais entre elles. On notera que le niveau du signal inte´ressant n’est gue`re plus e´leve´ que le
niveau de bruit qui se situe a` -145 dB.
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On a donc conc¸u un syste`me d’acquisition qui permet d’enregistrer les signaux diffuse´s par
des particules de diame`tre aussi petit que 250 µm. On dispose de deux syste`mes d’acquisition
qui vont nous permettre de mesurer simultane´ment deux composantes de la vitesse et d’avoir
acce`s a` une estimation de la position de la particule par l’utilisation de re´seaux de 9 trans-
ducteurs en re´ception. En ce qui concerne la technique de mesure, il reste a` de´crire une e´tape
cruciale : l’extraction de la modulation de fre´quence due a` l’effet Doppler. Ceci fait l’objet du
chapitre 4. Auparavant se pose une question fondamentale concernant la mesure elle-meˆme. On
marque les particules de fluide par des billes solides pour pouvoir faire la de´tection. Dans quelle
mesure des particules solides suivent-elles les mouvements du fluide ? Peut-on les conside´rer
comme des traceurs ?
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Chapitre 3
Forces hydrodynamiques sur une bille
Toutes les me´thodes de mesures lagrangiennes (du moins les plus re´centes) ainsi que les me-
sures de type ”Particle Image Velocimetry” (PIV), utilisent des particules solides pour marquer
des particules de fluide. Lorsque la taille de la bille devient tre`s petite devant toutes les e´chelles
spatiales intervenant dans l’e´coulement et que sa densite´ est e´gale a` celle de l’eau alors, intui-
tivement, on s’attend a` ce que la bille ait le meˆme comportement qu’une particule de fluide.
Ne´anmoins, il s’ave`re difficile de quantifier cette intuition. En particulier, pour une taille et une
densite´ donne´es de la bille peut-on de´finir un temps caracte´ristique de re´ponse de la bille ? Ce
proble`me ne se re´duit pas simplement a` notre me´thode, il concerne une vaste classe de do-
maines lie´s a` des e´coulements polyphasiques comme la se´dimentation, la combustion, l’e´rosion
par des particules etc. Quelle est la re´ponse d’une particule solide a` un brusque changement de
l’e´coulement ? Les approches analytiques se limitent a` des nombres de Reynolds relativement
bas mais permettent de saisir la physique de ce proble`me fort de´licat.
La question se formule selon les termes suivants : on se donne un fluide ve´rifiant les e´qua-
tions de Navier-Stokes et une particule solide imposant des conditions aux limites rigides a` sa
surface. Peut-on formaliser l’action de l’e´coulement sur la bille ? La bille introduit une per-
turbation dans le milieu pour plusieurs raisons. Tout d’abord, elle a une densite´ pouvant eˆtre
diffe´rente de celle du fluide. Cela cre´e une force d’Archime`de mais intervient e´galement au
niveau de son inertie qui sera diffe´rente de celle du fluide. Par ailleurs, elle impose des condi-
tions aux limites solides et donc elle est soumise a` des forces de frottements visqueux du type
forces de traıˆne´e. Mais a` cause de ces conditions aux limites, elle modifie l’e´coulement en
cre´ant un sillage. Cette perturbation elle-meˆme est susceptible de re´agir sur le mouvement de
la bille. On cherche a` exprimer la re´sultante des forces hydrodynamiques subies par une sphe`re
solide plonge´e dans un fluide sous la forme d’une fonction de´pendant des caracte´ristiques de
l’e´coulement non perturbe´.
3.1 Formalisation de l’interaction fluide/particule
On de´finit un nombre de Reynolds base´ sur la taille de la bille :
Re f
2rU
ν g
(3.1)
ou` r est le rayon de la bille, U un ordre de grandeur de la vitesse de glissement de la bille par
rapport au fluide et ν la viscosite´ du fluide. Dans la limite Re h 0, une approche analytique peut
eˆtre mene´e sous forme de calculs perturbatifs.
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3.1.1 Pre´dictions dans la limite Re i 0
Le travail de re´fe´rence sur le sujet a e´te´ publie´ par Maxey & Riley [49]. Ils conside`rent
une particule sphe´rique dans un e´coulement de Stokes. En calculant la perturbation induite sur
l’e´coulement par la pre´sence de la bille, ils arrivent a` l’e´quation suivante :
mp
dvp
dt fj mp k m f l g m m f
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m 6pirµ f j u k vp l m
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m f
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a` l’ordre le plus bas en r. u est la vitesse de l’e´coulement non perturbe´, ρ f et µ f respectivement
la masse volumique et la viscosite´ dynamique du fluide. vp est la vitesse de la bille, mp sa
masse et m f la masse de fluide de´place´ par la sphe`re solide. dvp r dt est l’acce´le´ration de la
particule, Du
r
Dt s=j ∂t m u t∇ l u est l’acce´le´ration lagrangienne de l’e´coulement non perturbe´,
a` la position de la bille. Cette expression est e´tablie pour un e´coulement non uniforme dans la
limite Re h 0 avec ρ f rW0 r µ f u 1, ρ f r2U r j µ f L lGu 1 et r r L u 1 (U est un ordre de grandeur de
la vitesse du fluide, W0 un ordre de grandeur de u k vp et L est une e´chelle spatiale diffe´rentielle
caracte´ristique de l’e´coulement non-perturbe´. On retrouve pour u f 0 les re´sultats historiques
de Basset(1888), Boussinesq(1903) et Oseen(1927).
L’e´quation 3.2 est e´crite sous une forme que l’on pourrait qualifier de canonique, se´parant
les diffe´rentes actions du fluide :
– le premier terme du membre de droite est simplement la force d’Archime`de. Il est duˆ
uniquement a` la diffe´rence de densite´ entre le fluide et le solide.
– Le second est l’acce´le´ration de la particule de fluide qui se trouverait a` la place de la
sphe`re dans l’e´coulement non perturbe´. Ce terme ne fait pas intervenir les caracte´ristiques
de la bille.
– Le troisie`me terme est la force de traıˆne´e de Stokes.
– Le terme suivant est appele´ classiquement en me´canique des milieux continus la masse
ajoute´e. C’est un terme d’origine inertielle. Il est duˆ a` la re´sistance qu’oppose le fluide
environnant la sphe`re a` un changement d’acce´le´ration.
– Le dernier terme est le plus inte´ressant et le plus proble´matique a` la fois. Il est qualifie´
usuellement de force d’histoire ou force de me´moire. Il a une origine a` la fois visqueuse
et inertielle et implique l’ensemble de l’histoire de la particule jusqu’a` l’instant t. Il prend
la forme d’un produit de convolution de l’acce´le´ration du glissement par un noyaux en
1
r-v
t, c’est a` dire une me´moire tre`s longue. Ce terme est issu de l’interaction entre la bille
et le sillage qu’elle cre´e lors de son mouvement. On obtient une de´croissance en racine
carre´e du temps car on ne prend en compte dans ces calculs que des phe´nome`nes diffusifs
sans conside´rer les termes non-line´aires (Re h 0). A nombre de Reynolds plus e´leve´, on
s’attend a` ce que des comportements advectifs se mettent en marche et modifient la force
d’histoire du moins aux temps longs, car le phe´nome`ne diffusif restera pre´sent dans la
couche limite.
Dans l’e´quation 3.2 ne sont pas pre´sente´s les termes correctifs duˆs a` la non-uniformite´ de
l’e´coulement qui interviennent dans les trois derniers termes. On ne conside´rera pas cet aspect
dans la suite de ce chapitre. Dans la limite des nombres de Reynolds tre`s petits, on a donc
re´ussi a` exprimer les forces hydrodynamiques a` partir du champ de vitesse de l’e´coulement non
perturbe´.
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3.1.2 Extension au cas Re w 1
L’extension du re´sultat pre´ce´dent au cas des nombres de Reynolds finis mais encore petits
s’ave`re assez difficile. Il a e´te´ mene´ en particulier par Lovalenti & Brady ([46, 47]). Il s’agit de
prendre en compte les premiers effets convectifs lie´s a` la valeur finie du nombre de Reynolds.
Les auteurs se limitent au cas d’un e´coulement uniforme et effectuent des calculs perturbatifs.
Leurs hypothe`ses conduisent a` modifier l’expression de la force de traıˆne´e qui s’e´crit alors sous
la forme pre´dite par Oseen
Ftrainee f k 6pirµ f j u k vp lNx 1 m
3
8Re y (3.3)
Par contre, la force d’histoire s’e´crit de fac¸on beaucoup plus complexe que l’expression fournie
par le calcul de Maxey & Riley. En particulier, on ne peut plus re´duire son expression sous la
forme d’un produit de convolution.
3.1.3 ´Equation empirique
Les diffe´rents re´sultats analytiques mais e´galement nume´riques ont conduit a` une formule
empirique pour les forces hydrodynamiques : la pousse´e d’Archime`de et le terme hydrodyna-
mique classique d’acce´le´ration lagrangienne ne sont pas modifie´s. Le terme de traıˆne´e statique
est modifie´ pour prendre en compte les corrections non-line´aires dues au nombre de Reynolds.
Cependant ces corrections ne sont pas exprimables de fac¸on analytique et on doit faire appel
aux valeurs empiriques obtenues en soufflerie pour le coefficient de traıˆne´e. Ce terme prend
donc la forme suivante :
Ftrainee f
1
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(3.4)
avec cD le coefficient de traıˆne´e empirique et Re le nombre de Reynolds instantane´.
Le terme de masse ajoute´e a fait l’objet d’aˆpres discussions sur sa forme ([4, 72, 16]).
Finalement, les auteurs s’accordent sur la forme suivante :
FMA f
1
2
m f x
Du
Dt k
dvp
dt y t (3.5)
Ce terme fait donc intervenir la diffe´rence entre l’acce´le´ration lagrangienne, c’est a` dire de la
particule de fluide en absence de solide, et l’acce´le´ration de la bille. On voit que cette expression
donne tout son sens au terme masse ajoute´e car il peut se re´e´crire simplement en ajoutant 12m f a`
la fois a` la masse d’inertie de la bille et a` la masse d’inertie de la particule de fluide. La particule
solide se de´place donc avec une inertie supple´mentaire due a` la pre´sence du fluide autour d’elle.
Le terme d’histoire est pre´sent bien suˆr mais son expression est totalement inconnue pour
Re { 1. Nombre d’auteurs ont tente´ de retrouver nume´riquement une formulation sous forme de
produit de convolution ayant la de´pendance en 1
r-v
t aux temps courts puis une autre de´pendan-
ce en t mais aussi en Re j t
l
mais sans grand succe`s ([50, 41]). Les diffe´rents auteurs se basent
donc, a` faible Re sur une e´quation de la forme suivante :
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Les expe´riences sur ce domaine sont extreˆmement rares et se limitent essentiellement a` la
mesure du coefficient de traıˆne´e. Par contre on trouve un nombre conse´quent de re´fe´rences
relatant des simulations nume´riques. L’expression du terme de masse ajoute´e a e´te´ valide´e par
les simulations nume´riques Chang & Maxey [16] pour une sphe`re fixe dans un e´coulement
acce´le´re´. Shridhar & Katz [82] ont effectue´ des mesures de vitesse sur des bulles d’air dans
l’eau. Les mesures sont en accord avec les expressions de la traıˆne´e et de la masse ajoute´e.
L’e´tude du terme d’histoire est nettement plus de´licate. De nombreuses e´tudes nume´riques a` la
recherche d’un noyau de convolution donnent un comportement aux temps courts compatible
avec un noyau en 1
r v
t([43, 16, 41]) et en accord avec Lovalenti & Brady aux petits Re. Mais
le comportement aux temps longs est nettement moins clair entre autres pour des proble`mes
de re´solution. Lawrence & Mei [43] trouvent un comportement interme´diaire en de´croissance
exponentielle de plusieurs ordres de grandeurs suivi par un comportement sous-dominant aux
temps extreˆmement longs en 1
r
t2. De plus ces e´tudes se limitent au cas d’un saut instantane´
dans la vitesse de glissement de la sphe`re et d’un e´coulement uniforme. Expe´rimentalement
ces proble`mes n’ont pas e´te´ tranche´s mais il est clair que dans la limite de la pre´cision des
mesures, les particules en chute libre dans un fluide au repos atteignent une vitesse limite en
un temps fini. On notera que nous n’avons pas mentionne´ la pre´sence d’e´ventuelles forces de
lift. Ce proble`me est encore plus de´licat a` appre´hender et fait l’objet d’une vaste litte´rature
([3, 4, 18, 20, 44, 74, 82, 88]) qui ne parvient pas a` de´gager de consensus.
3.2 Expe´riences
Les expe´riences que nous avons mene´es pour apporter notre pierre a` l’e´difice se focalisent
sur la chute libre d’une particule initialement immobile dans un fluide au repos [58]. La bille
subit donc une marche d’acce´le´ration et le moteur du mouvement est la gravite´. L’action de
l’exte´rieur est donc d’appliquer une force constante via la pousse´e d’Archime`de. Le re´gime
transitoire et la vitesse limite sont donc entie`rement duˆs a` l’action du fluide. Ces expe´riences
tentent de mettre en e´vidence la pre´sence ou non d’un temps caracte´ristique d’atteinte de la
vitesse limite. Incidemment, elles permettront e´galement de tester la me´thode acoustique de
mesure de vitesse.
3.2.1 Dispositif expe´rimental
L’expe´rience est re´alise´e dans une cuve de taille 1.1 m } 0.75 m et de profondeur 0.65 m
remplie d’eau au repos. On utilise des billes en verre, acier ou carbure de tungste`ne de diffe´rents
diame`tres (table 3.1)
La bille est tenue par des pinces cinq centime`tres sous la face du transducteur. Elle est laˆche´e
a` temps t f 0 sans vitesse initiale et sa trajectoire fait environ 50 cm de long. L’acquisition est
de´marre´e un peu avant le laˆcher de la bille de fac¸on a` obtenir le de´but du mouvement.
L’e´coulement non-perturbe´ est simplement un liquide en e´quilibre hydrostatique. Les condi-
tions initiales sont syme´triques par rapport a` un axe vertical passant par le centre de la bille.
Pour des nombres de Reynolds faibles (infe´rieurs a` 200), l’e´coulement autour de la sphe`re reste
axisyme´trique et on s’attend a` ce que la bille ne tourne pas. On a observe´ que la chute des
diffe´rentes billes reste verticale et on ne´glige donc tout effet de rotation. Le nombre de Rey-
nolds prend des valeurs entre 40 et 7700 qui sont des valeurs relativement e´leve´es pour l’e´tude
de ce proble`me. La vitesse limite des billes varie selon les expe´riences entre 0.07 et 1.16 m/s.
3.2. Expe´riences 57
N e 2r ρp Vl σVl
σVl
Vl Re τ95
mm kg m p 3 m s p 1 mm s p 1 % ms
1 0.5 v 2560 0.0741 0.4 0.6 41 55
2 1.5 v 2560 0.218 0.9 0.4 360 142
3 2 v 2480 0.271 1 0.5 600 197
4 0.8 a 7710 0.316 3 0.9 280 108
5 1 a 7850 0.383 2 0.5 430 132
6 2 a 7670 0.636 1 0.2 1400 197
7 3 a 7800 0.813 4 0.5 2700 225
8 4 a 7700 0.973 4 0.4 4300 292
9 6 a 7750 1.158 5 0.4 7700 315
10 1 t 14800 0.590 2 0.3 660 148
Tab. 3.1 – Caracte´ristiques des sphe`res solides et des diffe´rentes expe´riences. La troisie`me co-
lonne indique le mate´riau : v verre, a acier et t pour carbure de tungste`ne. Vl est la vitesse limite
et σVl la variance correspondante. ρp est la masse volumique de la bille.
On utilise deux transducteurs voisins de´crits pre´ce´demment et distants de 100 µm. Nous
nous sommes donc place´ dans une ge´ome´trie de re´trodiffusion et le de´calage Doppler s’exprime
simplement :
∆ω f q ~ vp t (3.7)
Le signal rec¸u est directement e´chantillonne´ par un appareil hpe1430A a` une fre´quence de
10 MHz et he´te´rodyne´ nume´riquement a` la fre´quence d’e´mission puis de´cime´. La fre´quence
d’e´mission est 2.5 ou 3.5 MHz selon les expe´riences.
3.2.2 Traitement du signal
La nature des signaux enregistre´s dans ces expe´riences est sensiblement diffe´rente dans
sa structure et ses temps caracte´ristiques des signaux turbulents attendus pour notre me´thode
de mesure lagrangienne. Par conse´quent, nous utilisons une me´thode de traitement du signal
autre que celle de´crite dans le chapitre 4. Pour ce proble`me, l’utilisation du spectrogramme et
de sa version re´alloue´e ([2, 40]) se re´ve`le particulie`rement adapte´e. Comme indique´ dans le
chapitre pre´ce´dent, on observe une forte composante autour la fre´quence d’e´mission ramene´e
a` la fre´quence nulle apre`s l’he´te´rodynage (correspondant aux e´chos des parois de la cuve et de
la surface de l’eau qui ne peut eˆtre maintenue parfaitement horizontale). Elle est supprime´e par
filtrage passe-haut nume´rique d’ordre 5, de fre´quence de coupure 25 Hz, ce qui correspond a`
une vitesse de 0.005 m/s en e´mettant a` 3.5 MHz. Par conse´quent, on perd les tous premiers
instants de la chute ce qui est geˆnant surtout pour les vitesses limites les plus faibles. On ne peut
e´viter ce de´sagre´ment qui est duˆ a` la nature de la mesure.
Un exemple de spectrogramme est montre´ figure 3.1a dans le cas d’une bille d’acier de
diame`tre 0.8 mm. Cette technique met en e´vidence l’e´volution de la vitesse de la bille mais
avec une re´solution faible. La version re´alloue´e du spectrogramme est pre´sente´e figure 3.1b.
Le principe consiste a` re´allouer l’e´nergie du signal dans le plan temps-fre´quence. On conside`re
le voisinage d’un point dans le plan temps-fre´quence. On affecte l’e´nergie de ce voisinage au
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Fig. 3.1 – (a) Spectrogramme du son re´trodiffuse´ pour une bille d’acier de diame`tre 0.8 mm
et une fre´quence d’e´mission de 3.5 MHz. (b) Spectrogramme re´alloue´. Dans chaque image,
l’inclusion montre une section normalise´e du spectrogramme pour t f 0 t 246 s.
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barycentre de l’e´nergie de ce voisinage. On peut montrer que cette me´thode est optimale dans
le cas de modulations line´aires de fre´quence [2] . Dans notre cas, comme les constantes de
temps sont relativement faibles, on peut tout a` fait approximer localement la trajectoire dans le
plan temps/fre´quence par une droite et la me´thode se re´ve`le efficace. On voit sur la figure 3.1b
que l’e´nergie est re´alloue´e sur un pixel de l’image. De`s lors il est simple d’extraire la modu-
lation de fre´quence de l’image en prenant simplement le maximum d’amplitude pour chaque
instant t. Pour estimer la sensibilite´ de cette me´thode, on l’applique a` des signaux synthe´tiques
mode´lisant la dynamique de la bille. On simule la chute de la bille et on construit un signal
acoustique synthe´tique module´ en fre´quence. On ajoute alors un bruit synthe´tique similaire a`
ceux observe´s dans les expe´riences (bruit blanc gaussien plus un bruit en 1/ f a` basse fre´quence,
le tout filtre´ a` 25 Hz comme les signaux expe´rimentaux). Le rapport signal/bruit est fixe´ e´gal a`
celui des expe´riences et les autres parame`tres sont identiques. On observe que la re´solution de
la mesure (en unite´s rms) est alors de l’ordre d’un demi pixel de l’image temps/fre´quence. Ceci
correspond a` 0 t 3% sur la vitesse de la bille et une re´solution temporelle de l’ordre de 1 ms. On
notera que la re´solution se de´grade aux tous premiers instants de la chute (ie pour t  5 ms et
vp  0 t 02 m/s) a` cause de la nature inte´grale de la mesure.
On peut e´galement estimer l’erreur de mesure expe´rimentale de deux fac¸ons :
– la fluctuation du de´calage Doppler lorsque la bille a atteint sa vitesse limite
– la dispersion des vitesses limites mesure´es pour 10 chutes de la meˆme bille.
On trouve alors une erreur rms de la vitesse limite de l’ordre de 0 t 5% (table 3.1) compatible
avec la valeur trouve´e pour les signaux synthe´tiques.
3.2.3 Chute d’une bille dans un fluide au repos
Afin de comparer le re´sultat de nos mesures avec les mode`les pre´sente´s dans le §3.1.3, nous
avons effectue´ une simulation de l’e´quation empirique dans le cas d’un fluide au repos :
j mp m
1
2
m f l
dvp
dt fj mp k m f l g k
1
2
pir2ρ f z
z
vp
z
z
vpcD j Re l m Fhistoire t
Nous avons conside´re´ deux cas :
– le cas sans me´moire dans lequel on ne prend pas en compte de terme d’histoire
– la cas de Stokes dans lequel on conside`re la forme obtenue dans la limite Re h 0 avec un
noyau en 1
r-v
t.
Nous avons utilise´ les me´thodes de Runge-Kutta d’ordre 4 en temps et les formules de Newton-
Cotes pour le terme d’histoire.
La figure 3.2 pre´sente une mesure de vitesse pour une bille d’acier de 1 mm de diame`tre,
moyenne´e sur 10 chutes. Elle pre´sente des caracte´ristiques communes a` toutes les mesures. La
vitesse de la bille a une e´volution monotone a` partir de la vitesse nulle et atteint une vitesse
limite.
Traıˆne´e
On mesure la vitesse limite pour chaque type d’expe´rience et on moyenne a` chaque fois sur
10 re´alisations (table 3.1). Lorsque la bille a atteint sa vitesse limite, alors la force d’histoire est
nulle ; on a e´quilibre entre traıˆne´e et gravite´. Cela permet d’extraire la valeur du coefficient de
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Fig. 3.2 – Vitesse d’une bille en acier de 1 mm de diame`tre (trait plein) compare´e a` la simulation
nume´rique sans me´moire (pointille´) et avec me´moire de Stokes (trait mixte). l’inclusion montre
un agrandissement pre`s du de´but du mouvement. Re f 430 pour la vitesse limite. On a moyenne´
10 re´alisations.
traıˆne´e cD j Re l :
cD f
8rg j d
k
1
l
3V 2l
t (3.8)
Pour le calcul du nombre de Reynolds, on a utilise´ la valeur de la viscosite´ de l’eau a` 25
e
C,
ν f 0 t 89 10 p 6 m2s p 1 [93] (confirme´e par une mesure avec un viscosime`tre de Hubbelhode). Le
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Fig. 3.3 – Courbe empirique (trait plein) du coefficient de traıˆne´e [73] en fonction du nombre
de Reynolds, et nos mesures (o).
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re´sultat est trace´ figure 3.3 avec les valeurs empiriques standards. Les re´sultats sont en bon ac-
cord. Si cela est attendu a` faible nombre de Reynolds d’apre`s les calculs analytiques, ce re´sultat
n’est pas si e´vident car les deux mesures ont e´te´ effectue´es dans des conditions tre`s diffe´rentes.
La mesure standard est effectue´e dans des conditions ou` la sphe`re est fixe et l’e´coulement in-
cident est uniforme. La forme qui agit sur la sphe`re peut alors prendre n’importe quelle va-
leur impose´e par les conditions aux limites. On observe alors une se´rie d’instabilite´s du sillage
[62, 75, 36] aboutissant a` la ge´ne´ration et l’advection de vortex dans le sillage et donc a` un
sillage non-stationnaire et a` une traıˆne´e pouvant pre´senter des oscillations. De`s lors, a` nombre
de Reynolds comparable, il n’est pas e´vident que la bille puisse atteindre une vitesse limite
constante car dans notre mesure, toute fluctuation de la traıˆne´e a une conse´quence directe sur
l’acce´le´ration de la bille.
On notera que l’existence de la fonction cD j Re l induit une e´quation implicite pour le nombre
de Reynolds en fonction des parame`tres de l’expe´rience :
Re2cD j Re l f
32r3 j d
k
1
l
g
3ν2 t (3.9)
Ceci signifie que l’on ne peut fixer inde´pendamment Re, r et d. En pratique, on ne maıˆtrise pas
le choix du nombre de Reynolds qui est impose´ par les valeurs du diame`tre et de la densite´ de
la bille.
Effet de me´moire
Pour estimer l’importance de l’influence du sillage de la bille sur son mouvement, c’est a`
dire l’effet de me´moire, on a trace´ sur la figure 3.2, le re´sultat de la simulation nume´rique de
l’e´quation (3.6) sans force d’histoire et avec force de Stokes. Dans ces simulations, on a utilise´
les valeurs du coefficient de traıˆne´e obtenues par nos mesures de fac¸on a` obtenir la meˆme vitesse
limite pour la mesure et pour les simulations. On voit aux temps courts (infe´rieurs a` 20 ms)
une de´viation de la mesure par rapport a` la simulation sans terme de me´moire. La mesure est
en re´alite´ proche de la simulation avec terme de me´moire de Stokes. Ceci est cohe´rent avec
l’intuition qu’aux temps courts, le sillage se forme par diffusion de la vorticite´ a` partir de la
surface de la sphe`re. Par contre, on s’attend a` un comportement diffe´rent pour des temps plus
longs car alors le phe´nome`ne d’advection se met en marche et l’approximation de Stokes n’est
plus valide. Pour des temps plus longs, on observe que la mesure s’e´loigne de la courbe simule´e
avec me´moire de Stokes, pour atteindre une vitesse limite pour un temps de l’ordre de 300 ms.
La simulation avec me´moire en 1
r
v
t n’atteint pas la vitesse limite. On note que la mesure est
toujours comprise entre les deux courbes simule´es correspondant a` des cas extreˆmes, me´moire
“infinie” et pas de me´moire du tout.
En de´rivant le signal de vitesse, nous avons acce`s a` la force applique´e a` la bille. Par ailleurs,
nous pouvons calculer la force de traıˆne´e statique et la pousse´e d’Archime`de et donc par
diffe´rence estimer la force de me´moire. Le re´sultat est pre´sente´ sur la figure 3.4 et compare´
au re´sultat de la simulation avec force de Stokes. En de´pit du bruit e´leve´, on observe que les
deux courbes ont un comportement similaire aux petits temps et atteignent un maximum dont
la valeur est comparable pour les deux courbes.Par contre, pour des temps longs apparaıˆt alors
la diffe´rence notable entre les deux comportements. En 0.25 s, la force mesure´e s’annule (a` la
pre´cision de la mesure) tandis que la courbe simule´e n’a perdu que 50% de son maximum. Ceci
est cohe´rent avec les simulations nume´riques de Lawrence et Mei [43] : aux temps courts, ils
observent un comportement de Stokes. Aux temps tre`s longs, la de´croissance de la me´moire est
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Fig. 3.4 – Le terme de me´moire de l’e´quation (3.2.3) calcule´ a` partir de la vitesse de la sphe`re
d’acier de 1 mm (figure 3.2). En pointille´s, le terme de me´moire issu de la simulation avec
me´moire de Stokes.
en 1
r
t2 mais seulement apre`s une chute se´ve`re, exponentielle, de plusieurs ordres de grandeur.
Si un tel comportement a lieu dans notre cas, il est vraisemblable que le terme asymptotique
soit infe´rieur a` la pre´cision de la mesure.
On remarquera que dans toutes les expe´riences, on retrouve un comportement de Stokes au
de´marrage du mouvement, jusqu’a` ce que la bille atteigne une fraction de 1/3 a` 1/2 de sa vitesse
limite. Cela peut correspondre a` des nombres de Reynolds assez e´leve´s (Re  300 pour la bille
d’acier de 1 mm). Le terme de me´moire a donc une contribution significative, en de´pit du fait
que l’amplitude de la force de me´moire vaut au mieux un dixie`me du poids de la bille. Pour la
bille d’acier de 1 mm, la force de gravite´ vaut 70 µN alors que la valeur maximale mesure´e pour
la force d’histoire vaut 5 µN.
Effet du nombre de Reynolds
Le mouvement de la bille pour diffe´rents nombres de Reynolds est pre´sente´ figure 3.5
et 3.6 correspondant aux expe´riences nume´ro 1,4,6,7,8. L’expe´rience nume´ro 1 correspond a`
une bille de verre de diame`tre 0.5 mm. Elle a le plus petit nombre de Reynolds atteint dans
nos expe´riences, autour de 40, et est dans la plage couverte par les simulations nume´riques de
Lawrence et Mei. Le comportement est le meˆme que dans toutes les autres expe´riences et ne
met pas en e´vidence une de´croissance alge´brique lente.
Afin d’e´tudier la de´pendance en nombre de Reynolds, inde´pendamment d’effets de densite´,
on utilise des billes d’acier de divers diame`tres (figure 3.6). L’e´volution de la vitesse est similaire
pour toutes les billes, en particulier la vitesse atteint sa limite en un temps fini. Bien entendu,
la valeur de cette limite et le temps mis pour l’atteindre de´pendent du diame`tre de la bille. On
de´finit un temps caracte´ristique τ95 comme le temps ne´cessaire a` la bille pour atteindre 95%
de sa vitesse limite.Une analyse dimensionnelle du proble`me fournit l’expression suivante pour
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Fig. 3.5 – ´Evolution de la vitesse pour l’expe´rience #1. Re f 41
τ95 :
τ95 f x
r
g
y
1
2
F j Re
g
d
l
g
(3.10)
ou` F est une fonction de la densite´ et du nombre de Reynolds. A partir de l’e´quation 3.6 sans
terme de me´moire, on obtient un temps caracte´ristique τ0 :
τ0 f
8
3 
r
cD0g
d m 12
v
d
k
1 g
(3.11)
ou` cD0 est le coefficient de traıˆne´e base´ sur la vitesse limite et contient la de´pendance en nombre
de Reynolds. Nous n’observons pas de de´pendance claire de τ95 avec le nombre de Reynolds (fi-
gure 3.7). Dans l’intervalle de Re explore´ dans nos expe´riences, la de´pendance de τ95 est j r r g l 12
(pour densite´ fixe´e) qui est un temps convectif. Pour des nombres de Reynolds tre`s faibles, on
pre´dirait un temps caracte´ristique diffusif r2
r
ν. Cela confirme que pour des nombres de Rey-
nolds grands par rapport a` 1, le phe´nome`ne implique´ dans le mouvement de la bille passe de la
diffusion a` l’advection. On note e´galement que le terme de me´moire doit eˆtre pris en compte
jusqu’a` des nombres de Reynolds supe´rieurs a` 4000 pour de´crire correctement l’acce´le´ration de
la bille.
On peut retracer les signaux de vitesse, adimensionne´s par leur valeur limite en fonction
d’un temps t f t
r
j r
r
g
l
1
2 (figure 3.8). On voit alors qu’apre`s la pe´riode de re´gime de Stokes,
les courbes se superposent selon une forme exponentielle :
V  f
vp
Vl
f 1
k
exp
x
k
3t
τ95
y
t (3.12)
Finalement, l’observation du cas du nombre de Reynolds le plus grand montre un nouveau
phe´nome`ne inte´ressant (figure 3.9, bille d’acier de 6 mm, expe´rience nume´ro 9). Tandis que
pour toutes les autres billes, la courbe mesure´e se tenait dans l’intervalle entre les deux courbes
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Fig. 3.6 – ´Evolution de la vitesse pour les expe´riences #4(a),6(b),7(c),8(d) pour des billes d’acier
de diame`tre 0.8, 2, 3, 4 mm – voir table 3.1.
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Fig. 3.7 – Temps caracte´ristique τ95 adimensionne´ par j r r g l
1
2 en fonction du nombre de Rey-
nolds pour des billes d’acier de diame`tre 0.8 a` 4 mm
simule´es, ce n’est plus le cas ici. La bille acce´le`re tout d’abord sans effet de me´moire puis
subit une re´duction brutale de son acce´le´ration qui passe de a1 f 6 m.s p 2 a` a1 f 3 t 6 m.s p 2
en moins de 20 ms. Alors la vitesse devient plus faible que dans la simulation avec force de
Stokes. Cependant, la bille atteint toujours sa vitesse limite en un temps de l’ordre de j r
r
g
l
1
2 .
Cet effet est extreˆmement reproductible et des pre´curseurs peuvent eˆtre observe´s pour les billes
d’acier de 3 et 4 mm. Une variation d’acce´le´ration aussi brutale doit eˆtre lie´e a` un changement
violent dans la structure du sillage de la bille. Cet effet apparaıˆt pour des nombres de Reynolds
supe´rieurs a` 3000 et semble s’amplifier quand on accroıˆt le diame`tre de la bille.
Effets de densite´
La densite´ apparaıˆt dans l’e´quation 3.6 de deux fac¸ons. Tout d’abord, dans le terme de
gravite´, la quantite´ d
k
1 est pre´sente dans la masse gravitationnelle effective. La densite´ apparaıˆt
diffe´remment dans la masse inertielle effective sous la forme d m 12 . L’e´quation peut eˆtre re´e´crite
sous la forme
dvp
dt f
3
8
v2pcD j Re l
r j d m 12 l
k
d
k
1
d m 12
g m
Fhistory
m f j d m 12 l
t (3.13)
La traıˆne´e et la gravite´ effectives varient alors en j d
k
1
l?r
j d m 1
r
2
l
tandis que le terme de
me´moire varie en 1
r
j d m 1
r
2
l
. Sa contribution est donc accentue´e lorsque d tend vers 1.
En changeant la densite´, on change le rapport inertie/gravite´ et on s’attend donc a` observer
des comportement dynamiques diffe´rents. En particulier, on espe`re qu’une bille le´ge`re sera
davantage influence´e par la non-stationnarite´ e´ventuelle de son sillage. Dans la figure 3.10a et b,
on compare deux billes a` Re voisin de 400 (verre et acier) et 630 (carbure de tungste`ne et verre)
pour une seule re´alisation. Dans les deux cas, on voit que la bille de verre (plus le´ge`re) montre
des oscillations avant d’atteindre sa valeur limite. De telles oscillations sont probablement lie´es
a` l’e´volution temporelle du sillage de la bille. La vitesse n’est plus une fonction monotone et
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Fig. 3.8 – Mesures de vitesse en unite´s adimensionne´es pour les billes d’acier de diame`tres 0.8
a` 4 mm. Les cercles marquent l’e´volution exponentielles de l’e´quation 3.12.
alterne croissance et de´croissance. Cela signifie que l’acce´le´ration de la bille change de signe et
que la re´action du sillage, et donc le terme d’histoire, est suffisamment intense pour dominer la
gravite´. Cet effet n’est pas observe´ pour les billes me´talliques plus inertielles.
Les oscillations disparaissent lorsqu’on moyenne sur plusieurs re´alisations (fig. 3.10c,d).
On obtient alors des valeurs de τ95 voisines de celles obtenues pour les autres densite´s. Cette
disparition montre que les e´ve´nements responsables de ces oscillations ne sont pas cohe´rents
dans le sens ou` ils se de´rouleraient toujours aux meˆmes instants. Il est tentant d’associer ces
e´ve´nements avec la ge´ne´ration pe´riodique de vortex dans le sillage qui a lieu a` ces valeurs de
Re pour une sphe`re fixe (le seuil est alors de l’ordre de 250). Cependant, les oscillations sont
plus lentes que celles observe´es pour une sphe`re fixe pour lesquelles le nombre Strouhal est de
l’ordre de 0.2 pour Re f 500 tandis que nous mesurons St  0 t 05. Les oscillations sont atte´nue´es
et on n’observe pas, dans la limite de la pre´cision de notre mesure, d’oscillations persistantes
aux grands temps. Ces oscillations seraient donc plutoˆt relie´es a` un changement structurel du
sillage qui se stabilise dans une configuration lorsque la bille atteint sa vitesse limite.
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Fig. 3.9 – Mesure de la vitesse et simulations nume´riques correspondant a` une bille d’acier de
6 mm (Re f 7700).
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Fig. 3.10 – Comparaison des vitesses mesure´es pour (a) carbure de tungste`ne diame`tre 1 mm
(pointille´s) et verre diame`tre 2 mm (trait plein) Re  400, (b) acier diame`tre 1 mm (pointille´s)
et verre diame`tre 1.5 mm (plein) Re  630. (c) et (d) sont les graphes e´quivalent apre`s moyenne
de 10 re´alisations.
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3.2.4 Rebonds
Jusqu’a` pre´sent, nous avons conside´re´ uniquement le cas d’une bille tombant dans un fluide
initialement parfaitement au repos. On peut aussi se demander ce qui se passe lorsque la bille,
apre`s avoir rebondi au fond de la cuve remonte dans le fluide. Dans ce cas, elle retraverse en sens
inverse son sillage et on s’attend a` observer une forte diffe´rence avec les mesures pre´ce´dentes
car la bille va traverser du fluide ayant e´te´ mis en mouvement par son premier passage. Au
moment du rebond, la vitesse subit un changement de sens brutal qui peut s’e´crire comme une
marche a` l’instant t0. L’acce´le´ration s’e´crira donc avec une fonction de Dirac au meˆme instant.
Dans le cas d’une me´moire de type Stokes, la contribution due au Dirac δ j t
k
t0 l a` l’instant t
est proportionnelle a` :
n
t
0
δ j τ
k
t0 l
v
t
k
τ
dτ f 1
v
t
k
t0
t (3.14)
On voit que l’acce´le´ration, en plus de la discontinuite´ due au changement de signe de la vitesse
en contient une autre, due a` l’effet de me´moire, dont l’effet s’atte´nue dans ce cas en 1
r v
t.
Nous avons enregistre´ les ultrasons diffuse´s par diffe´rentes billes d’acier lorsqu’elle rebon-
dissent sur une plaque de re´sine polyure´thanne pose´e sur le fond de la cuve. Cette re´sine est
ne´cessaire pour supprimer la re´flexion des ultrasons sur le fond de la cuve. La vitesse mesure´e
dans le cas d’une bille de 6 mm est pre´sente´e figure 3.11(a). La bille subit une premie`re chute
assez longue pour atteindre sa vitesse limite avant de heurter le fond et de rebondir. On mesure
un coefficient de restitution pour le premier rebond proche de 0.7. On peut inte´grer temporelle-
ment le signal de vitesse pour obtenir la position de la bille (figure 3.11(b)). On notera que l’on
enregistre un grand nombre de rebonds (supe´rieur a` 10) et qu’a` partir du quatrie`me rebond, la
hauteur du rebond est infe´rieure au diame`tre de la bille. Les derniers rebonds enregistre´s cor-
respondent a` des mouvements de quelques dixie`mes de millime`tres. Ceci met en e´vidence la
sensibilite´ de cette technique de mesure. On peut effectuer la simulation nume´rique de la chute
avec ou sans terme de me´moire en ajoutant comme ingre´dients supple´mentaires la position du
fond, le coefficient de restitution et en modifiant le terme de masse ajoute´e pour prendre en
compte la pre´sence d’une paroi. Dans la limite non visqueuse, le coefficient de masse ajoute´e
est modifie´ d’un facteur :
1 m
3
8
r
r m h (3.15)
ou` h est la distance entre la particule et la paroi [54]. Donc lorsque la particule touche la paroi
(h f 0), le coefficient de masse ajoute´e passe de 12 a` 118 . On a vu dans les paragraphes pre´ce´dents,
qu’aucune des deux simulations ne de´crit parfaitement la chute mesure´e. Par conse´quent, la bille
n’atteint pas le fond au meˆme instant dans les deux simulations et pour la mesure. Ne´anmoins,
en recalant les axes temporels de fac¸on a` faire coı¨ncider le temps du premier impact, on peut
comparer les trois comportements (figure 3.12 dans le cas d’une bille d’acier de 3 mm). On
voit tout d’abord que les simulations sont loin de reproduire le premier rebond. On note que
la simulation sans terme de me´moire est plus loin de la re´alite´ que la simulation avec terme
de me´moire de Stokes. En regardant de fac¸on plus pre´cise, on note que c’est principalement
dans les premiers instants apre`s le rebond que les simulations sont en de´saccord tre`s net avec
la vitesse mesure´e. Pendant la premie`re dizaine de millisecondes on remarque que la vitesse
mesure´e de´croıˆt nettement plus rapidement pour la mesure que pour chacune des deux simula-
tions. Par conse´quent dans la mesure, la bille perd davantage d’e´nergie cine´tique apre`s le rebond
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Fig. 3.11 – Mesure de vitesse pour les rebonds d’une bille d’acier de diame`tre 6 mm. (a) vitesse
mesure´e, (b) altitude calcule´e. La bille a atteint sa vitesse limite lorsqu’elle heurte le fond (Re f
7700).
que dans les simulations. On note qu’une fois passe´e cette dizaine de millisecondes, la vitesse
mesure´e reprend une e´volution paralle`le aux deux simulations. La distance verticale parcourue
pendant la phase initiale de remonte´e est 4.5 mm soit un peu plus que son diame`tre (3 mm)
donc une distance tre`s courte. On peut mettre en e´vidence cet effet en calculant l’acce´le´ration
de la bille et en la comparant avec les contributions dues a` la gravite´ et la traıˆne´e calcule´e a`
partir de la vitesse mesure´e. On peut e´galement estimer la contribution d’une force de me´moire
de Stokes. Le re´sultat est trace´ sur la figure 3.13. L’acce´le´ration expe´rimentale est assez bruite´e
car elle est calcule´e a` partir d’une seule re´alisation et qu’il est difficile de de´river proprement
le signal a` cause des pixels de l’image qui cre´ent un signal en marches d’escalier. Ne´anmoins
cette figure met nettement en e´vidence le fait que la contribution due uniquement a` la gravite´
et la traıˆne´e est nettement insuffisante pour reproduire la mesure. Si on calcule quelle serait
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Fig. 3.12 – (a) comparaison de la vitesse mesure´e (trait plein) avec la simulation sans me´moire
(tirets) et avec me´moire de Stokes (mixte) (b) idem pour la position
l’acce´le´ration avec un terme de me´moire de Stokes, on voit que l’on se rapproche de la re´alite´.
Dans ce cas, il est donc clair qu’un autre phe´nome`ne est la cause de cet effet de fort freinage
apre`s le rebond. On peut imaginer que cela puisse eˆtre duˆ a` l’interaction de la bille lorsqu’elle
commence a` remonter avec une structure du sillage qu’elle a cre´e´ en descendant. Le nombre de
Reynolds lorsque la bille heurte le fond est de l’ordre de 2700. A un Re aussi e´leve´, on s’attend
a` ce que le sillage ait une structure complexe. Par ailleurs, comme la premie`re chute est tre`s
longue, cette structure a eu le temps de se de´velopper avant l’impact (ce qui n’est pas le cas
pour les rebonds suivants pour lesquels on n’observe pas un effet similaire). L’interaction de la
bille avec son sillage encore intact lors du de´but de la remonte´e pourrait expliquer ce freinage
violent. De plus a` ces nombres de Reynolds, on ne s’attend pas a` une interaction spe´ciale (autre
que via le terme de masse ajoute´e) entre la bille et la paroi ([30]).
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Fig. 3.13 – Trait plein : acce´le´ration de la bille obtenue par de´rivation du signal de vitesse ;
tirets : contribution de la traıˆne´e et la gravite´ calcule´e a` partir de la vitesse mesure´e ; trait mixte :
contribution de la traıˆne´e, la gravite´ et une force de me´moire de Stokes estime´e a` partir de la
vitesse et l’acce´le´ration mesure´es. Les fortes oscillations pour des temps voisins de 0.6 s sont
dues au passage de la vitesse par 0 (la de´rivationagit comme un filtre passe-haut)
3.2.5 Conclusion
La principale conclusion qui ressort de ces expe´riences est la mise en e´vidence de l’existence
d’un temps caracte´ristique dans l’e´volution de la vitesse d’une particule en chute libre dans un
fluide au repos. Ce temps caracte´ristique s’exprime
τ f 6 t 5

r
g g
(3.16)
que l’on peut reformuler
τ f 6 t 5 r j d k 1 l
ap g
(3.17)
ou` ap est l’acce´le´ration typique subie par la particule c’est-a`-dire j d k 1 l g dans le cas de
la chute. Si on suppose qu’une telle expression reste valide dans le cas d’une bille dans un
e´coulement turbulent, on peut comparer ce temps caracte´ristique au temps caracte´ristique de
l’e´coulement a` l’e´chelle du diame`tre de la bille qui vaut τ f f ε p 1  3 j 2r l 2  3. Dans le cas d’une
particule de 250 µm a` un nombre de Reynolds Rλ f 740, on mesure une acce´le´ration subie
par la bille de l’ordre de 300 m/s2(voir chapitre 7). Pour une densite´ de 1 t 06, on obtient un
rapport temps caracte´ristique de la bille / temps caracte´ristique de l’e´coulement de l’ordre de
0.7, ce qui tend a` dire que la bille suit l’e´coulement pour des temps au moins e´gaux au temps
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caracte´ristique de l’e´coulement a` son e´chelle. Cependant ce temps n’est pas le plus petit pre´sent
dans l’e´coulement. Dans le meˆme e´coulement, on estime τη f 0 t 2 ms. Le rapport du temps
caracte´ristique de la bille sur le temps de Kolmogorov est donc de l’ordre de 7. Le spectre de vi-
tesse sera donc tronque´ par la re´ponse de la bille aux alentours de quelques τη (voir chapitre 6).
On ne s’attend pas a` ce que ces valeurs nume´riques soient exactes, mais elles fournissent des
ordres de grandeurs que l’on ve´rifiera dans les chapitres suivants.
Chapitre 4
Analyse spectrale des signaux acoustiques
Afin de comple´ter la pre´sentation de la me´thode de mesure, il reste a` de´crire l’e´tape de
traitement nume´rique du signal permettant d’extraire la modulation de fre´quence due a` l’ef-
fet Doppler. Il s’agit d’un proble`me assez de´licat et inhabituel dans le domaine de l’analyse
spectrale. En effet, on cherche a` de´moduler des signaux dont les composantes spectrales va-
rient tre`s rapidement. Le de´calage Doppler vaut quelques kiloHertz et est susceptible d’e´voluer
sur des dure´es de l’ordre de la milliseconde. On dispose donc au mieux de quelques pe´riodes
d’oscillation pour estimer la fre´quence. Ceci est tre`s diffe´rent des configurations usuelles de
modulation de fre´quence dont les fre´quences caracte´ristiques sont ge´ne´ralement bien distinctes.
De la meˆme fac¸on, en matie`re de de´tection par sonar, les sous-marins n’ont pas un mouvement
erratique comme une bille dans un e´coulement turbulent. Les techniques usuelles sont donc
inadapte´es a` notre proble`me tre`s instationnaire. On a donc utilise´ une me´thode de maximum
de vraisemblance approche´e dont le couplage avec un filtre de Kalman permet d’obtenir les
performances de´sire´es[60].
4.1 Introduction aux me´thodes d’analyse spectrale
On peut de´crire deux grandes classes de me´thodes d’analyse spectrale : les me´thodes pa-
rame´triques et les non-parame´triques. Parmi ces dernie`res, on peut se´parer les me´thodes s’ap-
pliquant dans un contexte stationnaire et les me´thodes non-stationnaires.
Les me´thodes non-parame´triques stationnaires sont base´es essentiellement sur l’utilisation
de la transforme´e de Fourier. On suppose que le signal a` e´tudier est stationnaire et l’on cherche
a` estimer son contenu spectral sans hypothe`se a priori sur sa forme. L’outil classique est le
pe´riodogramme. La re´solution de ces me´thodes est lie´e en grande partie a` la limitation introduite
par la transforme´e de Fourier via la relation d’incertitude.
Les me´thodes non-parame´triques instationnaires prennent en compte explicitement le fait
que le contenu spectral du signal peut e´voluer en fonction du temps. Une grande classe de telles
me´thodes regroupe les me´thodes temps-fre´quence base´es sur la transforme´e de Wigner [26].
Parmi celles-ci, on a de´ja` utilise´ dans le chapitre 3 le spectrogramme et le spectrogramme
re´alloue´. Ces me´thodes peuvent eˆtre tre`s performantes dans certains cas, en particulier si le
contenu spectral ne varie pas trop rapidement. Par exemple, le spectrogramme re´alloue´ est parti-
culie`rement adapte´ aux modulations line´aires de fre´quence. Cependant ces me´thodes sont mises
en difficulte´s lorsque le signal contient plusieurs composantes spectrales localise´es car on ob-
serve de fortes interfe´rences qu’il n’est pas toujours possible d’e´liminer.
Les me´thodes parame´triques supposent une structure a priori du signal. Ge´ne´ralement, la
parame´trisation est stationnaire. Parmi celles-ci, on peut citer les me´thodes de type ARMA
(pour AutoRegressive Moving Average) qui supposent que le signal x j n
l
ve´rifie une e´quation
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de type
x j n
l
f
k
p
∑
k  1
a j k
l
x j n
k
k
l
m
q
∑
k  0
b j k
l
u j n
k
k
l
(4.1)
ou` u j n
l
est un bruit blanc gaussien. Une autre classe de me´thodes s’applique au cas d’expo-
nentielles pures plonge´es dans un bruit blanc. On peut expliciter la me´thode de maximum de
vraisemblance pour ce cas. Ne´anmoins, elle est tre`s de´licate a` mettre en œuvre. Une me´thode
approche´e est pre´sente´e dans ce chapitre. On peut citer d’autres me´thodes dites haute re´solution
du type MUSIC (pour MUltiple SIgnal Classification) [40]. Notre proble`me est relativement
proche de cette classe avec l’ingre´dient supple´mentaire de la non-stationnarite´ des fre´quences
et amplitudes des exponentielles.
4.2 The´orie : me´thode de maximum de vraisemblance
approche´e
4.2.1 Position du proble`me
Nous connaissons a priori la structure du signal enregistre´. Il est constitue´ d’une part du
signal diffuse´ par les billes avec un de´calage fre´quentiel duˆ a` l’effet Doppler. D’autre part, le
signal contient une part de bruit provenant de l’e´lectronique et du bruit de fond acoustique
(re´flexions sur les parois, turbulence). Le proble`me consiste donc a` estimer les fre´quences
f1
g
f2
g
t4t4t
g
fM de M composantes harmoniques module´es a` la fois en fre´quence et en ampli-
tude et plonge´es dans un bruit de fond. On suppose donc que le signal est analytique et peut eˆtre
mode´lise´ sous la forme suivante :
x j t
l
f
M
∑
m  1
am j t l exp j j j 2pi fm j t l t m φm l4l m n j t l t (4.2)
Afin d’obtenir la meilleure re´solution temporelle possible sur la mesure de vitesse, il est
ne´cessaire d’estimer ces fre´quences a` partir d’un nombre d’e´chantillons successifs le plus re´duit
possible. Une approche classique par analyse de Fourier est donc pousse´e a` ses limites par
cette requeˆte car la feneˆtre temporelle devient trop restreinte pour une estimation correcte. En
effet, meˆme si la transforme´e de Fourier re´alise le filtre adapte´ dans le cas d’une composante
spectrale unique dans du bruit blanc, elle est mise en de´faut de`s qu’il y a plusieurs sources et
si le niveau de bruit est trop e´leve´ (ce qui est le cas pour des particules petites). Comme nous
avons une connaissance pre´alable de la structure du signal, cela conduit naturellement a` suivre
une approche parame´trique base´e sur le mode`le propose´ dans l’e´quation 4.2. Ce proble`me a e´te´
aborde´ de fac¸on approfondie dans les re´fe´rences [52] et [51]. Nous rappelons ici les grandes
lignes de ce travail en l’adaptant a` notre proble`me spe´cifique.
Dans la suite de ce chapitre, nous effectuons les hypothe`ses suivantes :
– Les signaux sont e´chantillonne´s re´gulie`rement avec la pe´riode temporelle Ts de fac¸on a`
ve´rifier le crite`re de Shannon. Pour simplifier, on prendra TS f 1 et sous l’appellation
fre´quence on sous-entendra fre´quence normalise´e.
– Le nombre M de composantes spectrales est suppose´ connu. En pratique, ce nombre est
de´licat a` estimer. Une strate´gie possible consiste a` de´tecter le nombre de valeurs propres
importantes de la matrice de covariance du signal. Cette strate´gie est difficile a` mettre
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en œuvre, en particulier lorsque le rapport signal/bruit est faible. Dans notre cas on se
limitera la plupart du temps a` une ou deux sources.
– Les amplitudes ont une e´volution de´terministe mais inconnue. En pratique, cette e´volution
est due en particulier a` la directivite´ des transducteurs mais e´galement a` l’e´volution de
la distance r diffuseur/e´metteur avec une de´pendance en 1
r
r2, aux filtres ne´cessaires
a` l’e´limination de couplage entre transducteurs et aux raies spectrales introduites par
l’e´lectronique d’acquisition (voir partie concerne´e).
– Le bruit est suppose´ blanc, gaussien, iid ( incre´ments inde´pendants identiquement dis-
tribue´s) avec une variance (inconnue) σ2. La fonction de distribution d’un vecteur de
bruit N de dimension K
N j t
l
f n j t
l
g
n j t m 1
l
g
n j t m 2
l
g
t4t4t
g
n j t mj K
k
1
l4l>
T
s’e´crit donc simplement
p j N
l
f
1
j
v
2piσ
l
K
exp
x%kŁ
N

2
2σ2
yt (4.3)
De plus, le bruit est suppose´ inde´pendant du signal. En pratique, le bruit e´lectronique
ve´rifie les hypothe`ses mais le bruit d’origine acoustique est un peu plus proble´matique.
– On appellera observation l’ensemble de Q vecteurs de dimension K extraits du signal :
X j t j l f x j t j l
g
x j t j m 1 l
g
x j t j m 2 l
g
t4t4t
g
x j t j mj K k 1 l4l> T j f 1
g
t4t?t
g
Q t
– Les fre´quences f1
g
f2
g
t4t4t
g
fM ainsi que les amplitudes a1
g
a2
g
t4t?t
g
aM sont suppose´es cons-
tantes pendant la dure´e de l’observation (ou, en pratique, de variation lente par rapport a`
la taille temporelle de la feneˆtre utilise´e).
Sous ces hypothe`ses, la vraisemblance d’une observation est donc simplement le produit
des vraisemblances des Q vecteurs X (de dimension K). Appelons  l’ensemble des parame`tres
recherche´s : la variance de bruit σ2, le vecteur des fre´quences F f f1
g
t4t?t
g
fM  et celui des
amplitudes A f a1 exp j jφ1 l
g
t?t4t
g
aM exp j jφM l> T . La log-vraisemblance (le logarithme de la
vraisemblance) s’exprime donc :

j
l
f
k
KQ
2
log j 2piσ2
l3k
1
2σ2
Q
∑
q  1 
X j q
lGk
S j F
l
A j q
l

2
g
(4.4)
avec
S j F
l
f S1
g
t?t4t
g
SM  f
1 exp j 2pi f1 l t4t4t exp j 2pi j K k 1 l f1 l
.
.
.
.
.
.
1 exp j 2pi fM l t4t4t exp j 2pi j K k 1 l fM l


T
Le principe de maximum de vraisemblance exprime que la meilleure estimation des pa-
rame`tres  est celle qui maximise 4.4.
4.2.2 Me´thode de maximum de vraisemblance
La maximisation analytique de 4.4 est ge´ne´ralement impossible. L’approche traditionnelle
consiste a` maximiser 4.4 par rapport aux amplitudes. Cette maximisation est simple car la vrai-
semblance de´pend quadratiquement des amplitudes. On obtient alors l’expression suivante pour
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le vecteur des amplitudes maximisant la log-vraisemblance :
A j q
l
fj S  S
l
p 1S Xj F
l
X j q
l
t (4.5)
Le vecteur signal seul Y f X
k
N apparaıˆt comme la projection du vecteur signal X sur le
sous-espace ”signal” engendre´ par les colonnes de la matrice S (de dimension M si les raies
spectrales sont inde´pendantes). En effet, Y se re´e´crit :
Y f S j F
l
tA j q
l
f S j S  S
l
p 1S  j F
l
X f Πs j F l X t (4.6)
On peut ve´rifier que Πs est bien le projecteur sur l’espace signal. On de´finit alors Πb j F l f
I
k
Πs j F l comme projecteur sur l’espace bruit. En inse´rant l’expression 4.5 dans l’expression
4.4 de la vraisemblance, on obtient que la maximisation de la vraisemblance est e´quivalente a`
la minimisation de l’expression suivante :
L j F
l
f
1
σ2
Q
∑
q  1 
Πb j F l X

2
t (4.7)
En utilisant les proprie´te´s de l’ope´rateur trace et du projecteur Πb, on peut re´e´crire l’expres-
sion pre´ce´dente sous la forme
L j F
l
f
Q
σ2
Tr  Πb j F l ˆRx 
g
(4.8)
dans laquelle ˆRx f 1Q ∑Qq  1 X j q l X j q l T est une estimation de la matrice de covariance du pro-
cessus vectoriel X j q
l
. La minimisation de L j F
l
conduit a` la valeur exacte FML qui a la plus
grande vraisemblance au vu de l’observation effectue´e.
4.2.3 Maximum de vraisemblance approche´
Malheureusement, la maximisation de 4.8 est encore impossible a` re´aliser de fac¸on analy-
tique a` cause du projecteur Πb. On va donc utiliser une expression approche´e de la vraisem-
blance propose´e par Clergeot & Tressens[19]. Soit RY la matrice de covariance des vecteurs
signal seul Y j q
l
. Sous l’hypothe`se d’inde´pendance du signal et du bruit, on peut e´tablir :
ˆRx f Ry m σˆ2I
g
Ry f SPS 
g
P f |AA 

g
ou`  de´signe l’espe´rance mathe´matique et ˆ signifie que l’on conside`re l’estime´e de la variable.
Apre`s substitution dans 4.8, on obtient :
L j F
l
f
Q
σˆ2
Tr Πb j F l S ˆPS   t (4.9)
Clergeot et Tressens proposent d’approximer cette expression au second ordre au voisinage du
minimum par :
LAML j F l f
Q
σˆ2
Tr  ˆΠbS j F l ˆPS  j F l  t (4.10)
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Πb est estime´ en calculant le projecteur engendre´ par les K k M vecteurs propres de plus petites
valeurs propres et, en pratique, on utilisera les expression suivantes :
σˆ2 f
1
K
k
M
Tr j ˆΠb ˆRx l
g
Πs j F l f S j F l j S ¡j F l t S j F l4l p 1 t S Xj F l
g
S j F
l
t
ˆP t S Xj F
l
f Πs j F l j ˆRx k σ2I l tΠs j F l t
L’expression approche´e a une structure quadratique en S j F
l
qui permet donc l’imple´men-
tation d’un algorithme rapide de minimisation de type Newton-Gauss dont le k-ie`me pas s’e´crit :
F j k m 1
l
f F j k
l3k
H p 1 t£¢grad j LAML l

F  F o k
q
t (4.11)
¢grad et H sont respectivement les gradient et hessien de la fonction LAML donc les expressions
approche´es au meˆme ordre sont
¢grad f 2Q
σ2
Re ¤ Diag j S ¥  j F l tΠb j F l t ˆΠb t S j F l t ˆP l!¦
g
(4.12)
H f
2Q
σ2
Re ¤ Diag §¨j S ¥  j F l tΠb j F l t ˆΠb tΠb j F l t S ¥ lª©¬« ˆP  ¦
g
(4.13)
ou` l’ope´rateur
«
est la multiplication matricielle terme a` terme, P  est le complexe conjugue´ de
P et
S ¥­f dS1d f1 g t4t4t g
dSM
d fM 
T
t
4.2.4 Inte´gration d’une nouvelle mesure
Comme l’objectif de cette analyse spectrale est de suivre l’e´volution de la vitesse d’une
particule au cours du temps, il peut eˆtre avantageux de combiner l’estime´e au temps t avec
une nouvelle mesure au temps t m 1 via une structure de filtre de type pre´dicteur/correcteur
afin d’obtenir une estimation moins sensible au bruit d’une part et d’autre part d’empeˆcher
l’algorithme de “de´crocher” au cas ou` le signal disparaıˆtrait temporairement sous le niveau de
bruit [52, 51].
Soit ˆF j t
l
une estime´e de F a` l’instant t de densite´ de probabilite´ ®=j ˆF j t
l
g
Γ j t
l4l
qui est sup-
pose´e normale de variance Γ j t
l
. Cette hypothe`se est valide tant que la Log-vraisemblance peut
eˆtre approxime´e par un de´veloppement au second ordre autour de son maximum. Si un mode`le
line´aire d’e´volution de F j t
l
est connu alors on peut e´crire
F j t m 1
l
f MF j t
l
m ε j t
l
g
(4.14)
pt

1 ¯ t j F l f ®j M ˆF j t l
g
MΓ j t
l
M  m Rε l
g
(4.15)
ou` M est la matrice d’e´volution, ε est un bruit de mode´lisation statistiquement inde´pendant de F
et de matrice de covariance Rε. pt

1 ¯ t est la densite´ de probabilite´ qui peut eˆtre calcule´e a` l’ins-
tant t m 1 lorsque seules les observations jusqu’a` t sont connues. Le proble`me est qu’une telle
matrice M est inconnue en re´alite´ pour notre proble`me. Par conse´quent, on choisit le mode`le le
plus simple : M f I (cf [51]). On peut alors utiliser la re`gle de Bayes des probabilite´s condi-
tionne´es :
pt

1 ¯ t

1 j F l f
pt

1 ¯ t j F l t pt

1 j X

F
l
pt

1 j X l
t
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On notera que log j pt

1 j X

F
l4l
est la log-vraisemblance dont une expression approche´e est
donne´e par 4.10. Apre`s quelques calculs, on obtient :
ˆF j t m 1

t
l
f
ˆF j t
l
g
(4.16)
Γ j t m 1

t
l
f Γ j t
l
m Rε
g
(4.17)
Γ j t m 1
l
p 1
f H m Γ j t m 1

t
l
p 1
g
(4.18)
ˆF j t m 1

t m 1
l
f
ˆF j t m 1
l
f
ˆF j t m 1

t
l3k
Γ j t m 1
l
p 1
t ¢grad
g
(4.19)
ou` on peut montrer que les gradient et hessien ont les expressions pre´ce´demment donne´es [51].
Rε est une matrice inconnue que l’on choisira en pratique e´gale a` v2I. La valeur de v2 correspond
a` la latitude laisse´e a` l’algorithme de prendre en compte les variations de la fre´quence. Par
conse´quent, ce parame`tre est lie´ a` la fre´quence de coupure de ce filtre et pourra donc eˆtre re´gle´
de fac¸on a` laisser l’algorithme suivre les variations de F tout en l’empeˆchant de de´crocher si le
niveau de bruit se de´te´riore. On remarquera que le syste`me d’e´quations pre´ce´dent a` la structure
d’un filtre de Kalman ge´ne´ralise´ (non line´aire). Les proprie´te´s statistiques et de convergence de
cet algorithme sont de´crites en de´tail dans les re´fe´rences [52, 51].
4.2.5 Re´capitulatif
En re´sume´, supposons que l’on connaisse ˆF j t
l
. Les e´tapes successives pour obtenir l’estime´e
des fre´quences a` l’instant t m 1 sont donc :
– Estimation de la matrice de covariance du signal selon la formule suivante :
ˆRx f
1
2Q
t

Q
∑
i  t

1 °
X j i
l
X j i
l
T
m
˜X j i
l
˜X j i
l
T ±
g
(4.20)
avec
˜X j i
l
f x j i m K
k
1
l
g
x j i m K
k
2
l
g
t4t4t
g
x j i
l>

T
g
(4.21)
ou` ² est la conjugaison complexe. On estime donc Rx pour des feneˆtres temporelles
de´cale´es d’un e´chantillon et leur renverse´e temporelle conjugue´e. On note que si le si-
gnal a la structure propose´e dans l’e´quation 4.2, cette ope´ration ne modifie par le contenu
spectral mais modifie seulement la phase relative des composantes spectrales et du bruit.
On peut montrer ([51]) que cela ame´liore le conditionnement de la matrice de covariance
et donc l’estimation du niveau de bruit et des sous-espaces signal et bruit. On notera que
les feneˆtres temporelles se recouvrent et donc que les observations ne sont pas strictement
inde´pendantes. On introduit ainsi une sorte d’inte´gration temporelle. Les conse´quences de
ce lissage ont e´te´ e´tudie´es par Clergeot & Tressens [19] et Oamri [64].
– On diagonalise ˆRx de fac¸on a` obtenir les vecteurs propres j Vi l i  1 ³´³K et leurs valeurs
propres associe´es j λi l i  1 ³µ³µ³K classe´es dans l’ordre de´croissant. En pratique, on utilise une
de´composition en valeurs singulie`res qui assure l’obtention de valeurs propres re´elles et
positives.
– On peut alors estimer le projecteur sur le sous-espace bruit Πb et la variance du bruit par
sommation sur les plus petites valeurs propres :
ˆΠb f
K
∑
i  M

1
ViVTi
g
(4.22)
σˆ2 f
1
K
k
M
Tr j ˆΠb ˆRx l f
1
K
k
M
K
∑
i  M

1
λi t (4.23)
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– On choisit donc ˆF j t m 1

t
l
f
ˆF j t
l
comme valeur candidate pour estimer les gradient et
hessien puis l’estimation au temps t m 1 en utilisant les e´quations 4.16 a` 4.19.
4.3 Extension a` l’estimation de la directivite´
Conside´rons un ensemble de N transducteurs acoustiques coplanaires, place´s sur une ligne
et distants l’un de l’autre d’une distance d. Une source a` l’infini dans une direction faisant un
angle θ avec l’axe des transducteurs induit donc une amplitude sur ce re´seau de transducteurs
s’e´crivant :
Z f·¶ 1
g
eiωd sinθ  c
g
e2iωd sinθ  c
g
t4t4t
g
e o N p 1 q iωd sinθ  c ¸ (4.24)
ou` ω est la pulsation temporelle de la source et c la ce´le´rite´ du son dans le milieu conside´re´.
On remarque donc que le cas de M sources a` l’infini plonge´es dans du bruit s’e´crit donc for-
mellement exactement de la meˆme fac¸on que le proble`me temporel avec cette fois une fre´quence
spatiale valant ωsinθ2pic . On peut donc appliquer directement l’algorithme de maximum de vrai-
semblance.
En pratique, ne´anmoins, les sources ne sont pas a` l’infini, ce qui signifie en particulier que le
front d’onde n’est pas plan mais sphe´rique et ceci malgre´ l’e´loignement des billes de 20 cm ty-
piquement. En effet, dans notre cas, d=2.5 mm et on a 5 transducteurs, ce qui cre´e un de´phasage
entre le transducteur central et le transducteur extreˆme de 0 t 04 µs pour une source a` θ f 0
rad et 20 cm. Ceci correspond a` 1
r
10e`me de pe´riode a` 2.5 MHz (0.6 radian) et n’est donc pas
totalement ne´gligeable. En particulier, cela interdit l’astuce de´crite dans la section pre´ce´dente
conduisant a` la formule 4.20. En effet, dans ce cas le front conjugue´ renverse´ a une courbure
inverse et correspond donc a` une fre´quence diffe´rente. Ide´alement, il faudrait donc corriger par
formation de voies. Par ailleurs, dans nos expe´riences, l’espacement des transducteurs ne per-
met pas de ve´rifier le crite`re de Shannon. On induit donc un e´ventuel phe´nome`ne de repliement
de spectre lorsque la direction de la source est fortement incline´e par rapport a` la normale au
re´seau. Cependant la directivite´ des transducteurs limite ce repliement. On peut alors envisager
de reconstruire la trajectoire en prenant en compte ce phe´nome`ne.
4.4 Pratique
4.4.1 Mise en œuvre
Point de de´part
En pratique, la cuve contient un faible nombre de particules. On a ainsi au maximum une
particule dans le faisceau et tre`s rarement plusieurs particules simultane´ment. A un instant
donne´, on lance l’acquisition du signal acoustique sans savoir a priori s’il y a une bille dans
le faisceau. Le signal enregistre´ est donc constitue´ d’une suite de moments sans particule et de
moments a` une particule. Dans un premier temps, on construit un algorithme en supposant qu’il
y a au plus une bille dans le faisceau. Le premier pas est la de´tection des portions de signal ou`
est re´ellement pre´sente une source. Pour cela, on effectue un simple test d’e´nergie en observant
le carre´ de l’amplitude du signal filtre´ passe-bas. On note alors les re´gions ou` l’e´nergie de´passe
un seuil donne´ de´termine´ par le niveau de bruit. Le point de de´part de l’algorithme est choisi au
maximum d’e´nergie sur la feneˆtre se´lectionne´e.
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Initialisation
Le point suivant est d’estimer une premie`re valeur de de´marrage de l’algorithme. Pour cela,
on effectue une estimation grossie`re de la fre´quence sur une feneˆtre relativement longue (typi-
quement 64 ou 128 points) par transforme´e de Fourier discre`te. Ensuite, on utilise cette premie`re
estimation comme point de de´part de l’algorithme de maximum de vraisemblance approche´e
brut (sans filtre de Kalman) de´crit dans le paragraphe 4.10 jusqu’a` convergence. Finalement, on
prend les valeurs converge´es de la fre´quence et du hessien comme initialisation de l’algorithme
complet que l’on propage a` partir du point de de´part (maximum d’e´nergie) dans le sens du
temps puis, a` partir de ce meˆme point, dans le sens contraire afin d’avoir un de´codage complet
du passage de la particule dans le faisceau.
Arreˆt
On rappelle que l’inverse du hessien est lie´ a` la matrice de d’information de Fisher et en
particulier, que les valeurs diagonales sont donc lie´es a` la variance d’estimation de la fre´quence.
Ces coefficients sont donc lie´s a` la qualite´ de l’estimation. Cependant, ces quantite´s sont tre`s
fluctuantes et assez de´licates a` utiliser pour une de´cision de stopper l’algorithme. Nous avons
pre´fe´re´ nous baser sur la valeur de l’amplitude de la source fournie par l’algorithme MVA.
Lorsque celle-ci passe sous un seuil choisi en fonction du niveau de bruit et qu’elle y demeure
pendant un certain temps (suffisamment long pour prendre en compte la traverse´e d’un filtre, en
particulier a` fre´quence nulle) alors on de´cide d’arreˆter l’algorithme.
Ajout d’une source
Le bruit peut e´ventuellement pre´senter par moment des composantes localise´es dans le plan
temps-fre´quence, en particulier le bruit d’origine acoustique. Par ailleurs, de temps en temps,
on observe l’entre´e d’une seconde bille dans le faisceau. Cela re´sulte en une inade´quation tem-
poraire du mode`le (une seule source) avec la re´alite´ (deux composantes spectrales). Afin de
ne pas perturber l’algorithme et de continuer a` de´moduler le signal pendant plus longtemps, il
peut eˆtre avantageux d’ajouter une seconde source de fac¸on temporaire. Il faut de´tecter la se-
conde source et l’initialiser. Le premier point est re´alise´ de la fac¸on suivante : quand l’inverse
du hessien de´passe un certain seuil, on teste si l’ajout d’une seconde source fait diminuer de
fac¸on significative cette estimation de la variance d’erreur. Si c’est le cas, cela signifie qu’un
mode`le a` deux sources est meilleur. Sinon on reste avec une seule source. L’initialisation de la
seconde source se fait de fac¸on grossie`re en estimant une seconde fre´quence par transforme´e de
Fourier sur une feneˆtre suffisamment longue. Si avec les deux sources la variance d’estimation
de la seconde devient trop e´leve´e, alors on peut estimer qu’elle a en re´alite´ disparu et donc on
la supprime.
Cas de plusieurs voies
En pratique, on utilise un re´seau de 9 transducteurs et donc on dispose de plusieurs re´alisa-
tions simultane´es du signal x j t
l
. On peut donc effectuer le test de de´marrage sur la moyenne de
l’e´nergie des 9 voies et surtout estimer la matrice de corre´lation Rx en moyennant les 9 matrices
correspondantes sur chaque voie. Cela permet, en particulier, de re´duire significativement le
nombre Q de feneˆtres successives utilise´es pour chaque voie.
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4.4.2 Rappels des diffe´rents parame`tres
En re´sume´, nous disposons donc d’un certain nombre de parame`tres qu’il va falloir re´gler
au mieux pour optimiser la de´tection :
– La fre´quence d’e´chantillonnage. Celle-ci doit eˆtre re´gle´e de fac¸on a` ve´rifier le crite`re de
Shannon.
– La taille K de la feneˆtre temporelle. Elle doit eˆtre suffisamment longue pour fournir une
estimation fiable de la fre´quence mais sa taille ne doit pas pe´naliser la re´solution tempo-
relle finale de la vitesse.
– Le nombre Q de feneˆtres temporelles utilise´es. Ce nombre doit satisfaire les meˆmes exi-
gences que le pre´ce´dent.
– La variance σ2ε du bruit de mode´lisation. Ce nombre re`gle la souplesse du filtre de Kal-
man. Une valeur e´leve´e lui permet de suivre des changements rapides de la fre´quence
mais le rend sensible au bruit. Par contre, une valeur trop faible peut l’empeˆcher de suivre
la modulation de fre´quence et donc risque de faire de´crocher l’algorithme.
– Le seuil d’e´nergie Se fournissant les portions de signal ou` les billes sont pre´sentes. Une
valeur trop e´leve´e va laisser passer des portions inte´ressantes mais une valeur trop faible
va cre´er des fausses alarmes.
– Le seuil d’amplitude Sa qui de´cide l’arreˆt de l’algorithme. Il est fixe´ par rapport a` la
variance du bruit.
4.4.3 Signaux synthe´tiques
Afin d’e´valuer les performances de l’algorithme, on l’applique a` un certain nombre de si-
gnaux synthe´tiques. Cela fournit e´galement une base de comparaison pour interpre´ter les re´sul-
tats expe´rimentaux. On choisit tout d’abord un signal constitue´ d’une exponentielle complexe
pure dans un bruit de variance 1. Cela permet d’e´valuer le spectre des fluctuations de l’estima-
tion de la fre´quence induites par le bruit. Ensuite, nous conside´rons le cas d’une modulation de
fre´quence a` spectre large en 1
r
f avec un faible bruit pour estimer les performances de l’algo-
rithme en tant que filtre. Finalement, on e´tudie une modulation a` spectre large en pre´sence d’un
bruit de meˆme amplitude.
Cas d’une sinusoı¨dale pure, SNR=0 dB
Le premier de ces signaux contient une composante spectrale unique et constante valant 0 t 1
d’amplitude 1. On ajoute un bruit blanc complexe de variance e´gale a` 1. On choisit comme
parame`tres K f 5, Q f 10 et σ2ε f 210 p 3. Les fre´quence, hessien et amplitude de´code´s sont
pre´sente´s figure 4.1. On voit que l’algorithme donne effectivement une fre´quence de 0.1 avec
une amplitude de 1.
On note des fluctuations sur l’estimation de la fre´quence dues au bruit. On notera que pour
un rapport signal/bruit valant 1, on a des fluctuations le´ge`res sur la fre´quence de variance 0.003.
Le spectre de ces fluctuations est trace´ figure 4.2. Le pic a` basse fre´quence est duˆ a` la valeur
constante 0.1. On note un certain nombre de coupures dans le spectre dues aux feneˆtres tem-
porelles utilise´es. Les fluctuations ont un spectre plat a` basse fre´quence jusqu’a` la premie`re
coupure a` une fre´quence de 0.1. Puis on observe une de´croissance lie´e au filtrage de Kalman et
aux autres coupures.
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Fig. 4.1 – Sorties de l’algorithme dans le cas d’un signal synthe´tique a` fre´quence constante.
K=5, Q=10, σ2ε f 210 p 3, 9 re´cepteurs.
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Fig. 4.2 – Spectre de puissance du signal de fre´quence fourni par l’algorithme MVA pour le
signal de la figure pre´ce´dente.
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Cas d’une modulation de fre´quence en 1
r
f 2, SNR=80 dB
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Fig. 4.3 – Sorties de l’algorithme dans le cas d’un signal synthe´tique a` modulation de fre´quence
en 1
r
f 2 er SNR=80 dB. K=5, Q=10, σ2ε f 210 p 3, 9 re´cepteurs. On a trace´ la modulation d’ori-
gine de´cale´e vers le haut de 0.2 pour permettre la comparaison.
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Fig. 4.4 – Spectre de puissance du signal de fre´quence fourni par l’algorithme MVA pour le
signal de la figure pre´ce´dente. Le spectre du signal de re´fe´rence est trace´ pour comparaison. On
a trace´ en bas le rapport des deux spectres.
On synthe´tise un signal dont la modulation en fre´quence est un signal stochastique de
spectre en 1
r
f 2 plus un bruit blanc complexe de variance 10 p 4. Les sorties de l’algorithme
sont pre´sente´es sur la figure 4.3. On a e´galement trace´ la modulation de de´part afin de compa-
rer. On note imme´diatement l’effet de filtrage passe-bas duˆ au filtre de Kalman et aux feneˆtres
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temporelles. Les fluctuations hautes fre´quences ont e´te´ lisse´es. On note e´galement que l’ampli-
tude et le hessien pre´sentent des fluctuations a` haute fre´quence qui sont lie´es d’une part au bruit
mais e´galement (surtout dans ce cas ou` le niveau de bruit est faible) aux fluctuations de la mo-
dulation haute fre´quence. La valeur de la racine du hessien est dans ce cas de l’ordre de 510 p 3
soit seulement 10 fois plus faible que dans le cas pre´ce´dent, malgre´ un bruit 10000 fois plus
faible. Dans ce cas, la variance de l’estimation est essentiellement due a` la non-stationnarite´ du
processus.
Le spectre de puissance du signal de´module´ est compare´ avec celui de la modulation origi-
nale (figure 4.4). On voit nettement l’effet de filtrage passe-bas dont la fre´quence de coupure
est dans ce cas de l’ordre de 0.043.
Cas d’une modulation en 1
r
f 2, SNR=1
On prend maintenant comme modulation de fre´quence le signal pre´ce´dent en 1
r
f 2 filtre´
passe-bas a` 0.02. On prend un bruit blanc d’amplitude 1. Les sorties de l’algorithme MVA
sont pre´sente´es figure 4.5. On observe cette fois que le signal de´code´ pre´sente davantage de
fluctuations haute fre´quence. Ceci est duˆ a` l’excitation de l’algorithme par le bruit. Le spectre de
puissance de la fre´quence extraite par l’algorithme est pre´sente´ figure 4.6 et compare´ au spectre
initial. On voit que les fluctuations engendre´es par le bruit ressortent pour une fre´quence de
l’ordre de 0.03 pour les parame`tres choisis ici.
En re´sume´, l’algorithme agit donc comme un filtre passe-bas sur le signal. Cela est duˆ d’une
part au filtre de Kalman qui limite les variations de la sortie et d’autre part a` l’utilisation de
feneˆtres temporelles qui lissent les fluctuations. Par ailleurs, si le rapport signal/bruit est faible,
l’algorithme est excite´ par ce bruit et induit des fluctuations sur la fre´quence extraite.
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Fig. 4.5 – Sorties de l’algorithme dans le cas d’un signal synthe´tique a` modulation de fre´quence
en 1
r
f 2 filtre´ passe-bas et SNR=0 dB. K=5, Q=10, σ2ε f 210 p 3, 9 re´cepteurs. On a trace´ la
modulation d’origine de´cale´e vers le haut de 0.2 pour permettre la comparaison.
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Fig. 4.6 – Spectre de puissance du signal de fre´quence fourni par l’algorithme MVA pour le
signal de la figure pre´ce´dente. Le spectre du signal de re´fe´rence est trace´ pour comparaison
(courbe du bas).
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4.4.4 Signal expe´rimental
On conside`re maintenant un extrait de signal expe´rimental. Il s’agit d’une bille de 250 µm
dans l’e´coulement de Von Ka´rma´n avec disques lisses et une fre´quence de rotation de 17.4 Hz.
La variance du bruit est de l’ordre de 1 t 510 p 4 V. La partie re´elle du signal rec¸u par l’un des
re´cepteurs est pre´sente´e figure 4.7. Le signal est fortement module´ en amplitude pour plusieurs
raisons : la position de la bille dans le faisceau qui donne une modulation relativement lente et
le filtre nume´rique autour de la fre´quence nulle qui peut amener une modulation plus rapide.
Sur la figure 4.8, on a superpose´ un spectrogramme du signal et la fre´quence fournie par l’algo-
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Fig. 4.7 – Partie re´elle d’un signal expe´rimental. Il s’agit d’une bille de 250 µm. Le signal a e´te´
filtre´ passe-haut autour de la fre´quence nulle pour e´liminer la composante due au couplage et
aux e´chos.
rithme MVA. On a 8 re´cepteurs et les parame`tres sont identiques a` ceux utilise´s pour les signaux
synthe´tiques. On voit que l’algorithme de´code parfaitement la fre´quence meˆme dans des zones
de forte variation dans lesquelles une approche de type Fourier commence a` eˆtre mise en diffi-
culte´. L’ensemble des sorties de l’algorithme MVA sont pre´sente´es sur la figure 4.9. L’amplitude
fournie par l’algorithme suit l’amplitude du signal. On voit que la variance d’estimation (lie´e a`
la valeur de l’inverse du hessien) augmente lorsque l’amplitude du signal est faible, en particu-
lier au de´but et a` la fin ou` il n’y a plus de bille dans le faisceau mais e´galement a` chaque passage
a` ze´ro car le signal a e´te´ filtre´. Elle augmente e´galement le´ge`rement lorsque la fre´quence varie
tre`s rapidement car le mode`le s’approche de ses limites dans de telles re´gions.
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Fig. 4.8 – Superposition du spectrogramme du signal pre´ce´dent et de la sortie de l’algorithme
MVA. On a 8 re´cepteurs et K=5, Q=10.
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Fig. 4.9 – Sorties de l’algorithme MVA applique´ au signal pre´ce´dent.
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Chapitre 5
Description des mesures
La re´alisation de la chaıˆne d’acquisition et la mise au point de l’algorithme MVA nous four-
nissent un outil de mesure ine´dit. Cela nous permet d’envisager des mesures de vitesse lagran-
gienne a` haut nombre de Reynolds. Ce chapitre pre´sente en de´tails la configuration expe´rimen-
tale. On de´crit en particulier les valeurs des diffe´rents parame`tres de l’algorithme de de´modula-
tion. Enfin, une mesure de la position de la particule par triangulation nous permet de valider la
mesure de vitesse lagrangienne.
5.1 Configuration expe´rimentale
5.1.1 Pre´sentation de l’e´coulement
L’entraıˆnement se fait par deux disques lisses ou avec 8 pales. On cre´e donc au niveau des
disques un mouvement de rotation intense. Les deux disques tournant en sens contraire, cela
induit un fort cisaillement au milieu de la cuve. Par ailleurs, l’eau est entraıˆne´e radialement vers
l’exte´rieur des disques par la force centrifuge. Cette recirculation est boucle´e par le retour de
l’eau vers l’axe de la cuve a` mi-hauteur du cylindre. On obtient ainsi un e´coulement moyen
qui, au niveau des disques, tourne et a une vitesse radiale positive et au centre de la cuve, a une
vitesse radiale convergeant vers l’axe de la cuve. Par ailleurs, le nombre de Reynolds
Re f
R2Ω
ν
(5.1)
et de l’ordre de 105. L’e´coulement est donc tre`s turbulent et la partie fluctuante de la vitesse
est de l’ordre de 10 fois plus importante que la vitesse typique de la recirculation moyenne
du fluide. L’e´coulement n’est pas homoge`ne ni isotrope en toute rigueur, d’une part a` cause
de la recirculation et d’autre part les caracte´ristiques ne sont pas exactement identiques selon
l’axe et selon une direction perpendiculaire (voir par exemple [69]). Ne´anmoins, cet e´coulement
pre´sente un grand nombre d’avantages parmi lesquels la stationnarite´ et la possibilite´ d’avoir un
fort taux de turbulence dans un volume restreint.
5.1.2 Mesure de ε
La mesure de la dissipation moyenne est effectue´e de fac¸on globale. On mesure l’e´nergie
e´vacue´e par le syste`me de refroidissement lorsque la tempe´rature est stabilise´e a` la tempe´rature
ambiante. Pour refroidir la cuve, on dispose de deux serpentins dispose´s entre les disques et
les parois fermant le cylindre. Ils sont relie´s a` une circulation d’eau froide qui permet ainsi de
re´guler la tempe´rature interne de l’eau dans la cuve. On peut estimer l’e´nergie e´vacue´e par ce
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syste`me en mesurant le de´bit massique D de l’eau dans le circuit et la diffe´rence de tempe´rature
∆T entre l’entre´e et la sortie du circuit. On obtient alors ε par la formule :
ε f
Dcp∆T
M
(5.2)
ou` cp est la capacite´ calorifique de l’eau et M la masse totale d’eau a` l’inte´rieur de la cuve. Il
s’agit donc d’une mesure globale de la dissipation car on mesure effectivement l’e´nergie totale
injecte´e par les moteurs dans la cuve. Ne´anmoins, cette estimation ne correspond vraisembla-
blement pas exactement a` la dissipation dans la zone de mesure. En effet, la dissipation est lie´e
aux gradients de vitesse. Or il y a des zones dans l’e´coulement ou` les gradient sont extreˆmement
intenses. Tout d’abord entre le disque et la paroi du cylindre, l’espace est de l’ordre de 5 mm et
on a donc un fort gradient moyen. Dans le cas de disques lisses, on a e´galement un fort gradient
sur toute la surface du disque dans la couche limite. Dans ce cas, on peut donc s’attendre a` ce
que cette estimation de ε soit plus e´leve´e que la dissipation dans la zone de mesure. Dans le cas
des disques a` pales, les disques tournent nettement moins vite et l’entraıˆnement s’effectue de
manie`re inertielle et on peut penser que cette valeur de ε corresponde effectivement au taux de
dissipation dans la zone de mesure.
A partir de l’estimation de ε et de la mesure de la variance de la vitesse, on peut calculer le
nombre de Reynolds base´ sur l’e´chelle de Taylor. En supposant que la turbulence est homoge`ne
et isotrope, on a
ε f 15νσ
2
λ2 t (5.3)
On estime donc la longueur de Taylor par
λ f σ  15ν
ε g
(5.4)
et le nombre de Reynolds Rλ s’exprime donc
Rλ f
λσ
ν
f σ2 
15
t νε (5.5)
5.2 La mesure lagrangienne
5.2.1 Configuration expe´rimentale
La figure 5.1 montre une coupe de la cuve dans son plan me´dian. On voit les trois hublots
qui supportent les trois re´seaux ultrasonores. Les e´metteurs a` 2.5 et 2.8 MHz sont dispose´s dans
le hublot E. Les re´cepteurs sont dispose´s en R1 pour la fre´quence 2.5 MHz et en R2 pour la
fre´quence de re´ception a` 2.8 MHz. Les axes des trois re´seaux sont concourants en O. On a donc
un angle de 45
e
entre l’e´metteur et le re´cepteur. Chacun des deux syste`mes de mesure va donc
extraire la composante de vitesse selon la bissectrice de l’angle e´metteur/re´cepteur. Le syste`me
a` 2.5 MHz va donc mesurer la composante de vitesse v1 selon l’axe O1 et le syste`me a` 2.8 MHz
la composante v2 selon l’axe O2.
Deux types de mesure sont pre´sente´s dans la suite de cet ouvrage. Une mesure 1D qui ne
concerne que la composante v1 et une mesure 2D qui pre´sentera simultane´ment les compo-
santes v1 et v2. Une diffe´rence importante entre les deux types de mesure re´side dans la zone
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Fig. 5.1 – Coupe sche´matique de la cuve a` e´gale distance des deux disques. Le hublot E contient
l’e´metteur, les hublots R1 et R2 les re´cepteurs. On a place´ les diffe´rents axes qui vont eˆtre uti-
lise´s. Les composantes de vitesses va et vb mesure´es par chacun des transducteurs sont selon les
axes O1 et O2. A partir de ces deux composantes, on reconstruit deux composantes orthogonales
v1 et v2 selon les axes O1 et O2 ou bien les composantes vx et vy.
de mesure. Pour mesurer la composante v1 seule, il faut que la bille soit dans l’intersection du
coˆne d’e´mission et du coˆne de re´ception du re´seau R1. La figure 5.2 met en e´vidence la coupe
de la zone de mesure dans le plan me´dian de la cuve. On voit que cette zone est assez e´tendue
et s’e´tend sur une dizaine de centime`tre en largeur sur une quinzaine de centime`tres en lon-
gueur selon l’axe O1. Elle est le´ge`rement excentre´e et est plus proche de la paroi oppose´e aux
deux re´seaux. Dans cette re´gion, la recirculation moyenne a tendance a` ramener le fluide vers
l’axe de la cuve. On peut donc s’attendre a` mesurer une vitesse moyenne sur la composante V1
le´ge`rement positive.
En ce qui concerne la mesure 2D, il est ne´cessaire que la bille soit a` la fois dans les fais-
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Fig. 5.2 – Sche´ma de la zone de mesure de la mesure de vitesse 1D. La bille sera visible par les
re´cepteurs si elle est dans l’intersection des coˆnes d’e´mission et de re´ception (zone grise´e).
ceaux d’e´mission et dans les deux faisceaux de re´ception. Cela re´duit donc nettement la zone
de mesure ainsi qu’il est visible dans la figure 5.3. La zone ne fait plus que 8 cm de large sur
une dizaine de longueur. Elle est cette fois allonge´e selon l’axe Oa et est nettement moins ex-
centre´e que la pre´ce´dente. Les deux composantes mesure´es ne sont pas orthogonales. On peut
en extraire des composantes orthogonales par simple combinaison line´aire. Le couple (va
g
vb)
est e´tudie´ dans la suite de cet ouvrage et correspond aux directions selon la plus grande et la
plus petite dimension de la zone de mesure. On les obtient simplement :
va f
v1 m v2
2cosθ
vb f
v1 k v2
2sinθ g (5.6)
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Fig. 5.3 – Sche´ma de la disposition des transducteurs. Coupe dans le plan me´dian de la cuve.
Les e´metteurs sont au point E et les re´cepteurs sont aux points R1 (2.5 MHz) et R2 (2.8 MHz).
L’angle entre les axes des e´metteurs et des re´cepteurs vaut 45 e . Le cercle en train plein figure
le cylindre de la cuve. Les droites figurent les limites des faisceaux ultrasonores a` l’e´mission et
a` la re´ception. La zone d’intersection des faisceaux est figure´e en gris. Il s’agit de la zone dans
laquelle la bille apparaıˆt simultane´ment sur les deux voies d’acquisition.
5.2.2 Valeurs des parame`tres de l’algorithme
On rappelle brie`vement comment sont obtenus les signaux. On e´met un signal acoustique
sinusoı¨dal (sinusoı¨de pure) et on enregistre le signal diffuse´. Lorsqu’une bille entre dans le
faisceau e´metteur, elle diffuse les ultrasons avec un de´calage fre´quentiel Doppler lie´ a` sa vitesse.
Lorsqu’elle est e´galement dans le faisceau de re´ception, on observe alors le de´calage Doppler
sur le signal re´fle´chi.
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Fre´quence d’e´chantillonnage
Les signaux sont enregistre´s apre`s translation fre´quentielle analogique. Le signal est la
somme de 9 signaux re´partis dans 9 bandes de fre´quence distinctes. Le signal somme´ ainsi
obtenu est centre´ sur 1.882904 MHz pour une e´mission a` 2.5 MHz et sur 2.182904 MHz pour
une e´mission a` 2.8 MHz. Ces signaux sont enregistre´s par des e´chantillonneurs hpe1430A qui
effectuent un he´te´rodynage nume´rique a` la fre´quence centrale du signal (qui est donc ramene´e
a` ze´ro). La fre´quence d’e´chantillonnage du signal somme´ est 312.5 kHz. Pour reconstituer le
signal rec¸u par un seul re´cepteur, on effectue un de´calage fre´quentiel en multipliant par une
sinusoı¨de dont la fre´quence correspond au centre de la bande conside´re´e. Ensuite on effectue
une de´cimation nume´rique (via la fonction decimate de MATLAB) dont l’ordre de´pend de la
valeur typique du de´calage Doppler. Il faut alors prendre garde de ne pas de´cimer trop fortement
car on risque de re´duire excessivement la bande passante et donc de perdre les e´ve´nements de
grande vitesse. Par ailleurs, il ne faut pas non plus de´cimer trop peu car on introduit alors davan-
tage de bruit et on risque de diminuer les performances de l’algorithme de MVA. La fre´quence
d’e´chantillonnage est donc en grande partie de´termine´e par la valeur maximum de la vitesse.
Il serait envisageable d’effectuer un filtrage passe-bas du signal sans de´cimation de fac¸on a`
avoir un signal sur-e´chantillonne´. Au vu de quelques tests, il semble que sure´chantillonner le si-
gnal n’ame´liore pas les performances de l’algorithme MVA voire les de´te´riore. Par conse´quent,
on choisit au plus juste le taux de de´cimation td de fac¸on a` ne perdre que le minimum d’e´ve´ne-
ments. Les valeurs des taux de de´cimation sont donne´es dans la table 5.1.
man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
td 32 24 12 10 12
Fe(Hz) 9765 13021 26042 31250 26042
K 5 5 5 5 5
Q 10 10 10 10 10
σ2ε 2 10 p 3 5 10 p 3 5 10 p 3 5 10 p 3 5 10 p 3
Fb (Hz) 100 120 300 500 300
Se (µV) 30 15 20 50 20
Sa (µV) 20 7.5 15 25 15
Tab. 5.1 – Valeurs des divers parame`tres de l’algorithme de de´modulation. td taux de
de´cimation, Fe fre´quence d’e´chantillonnage, K taille de la feneˆtre, Q nombre de moyennes,
Fb fre´quence de coupure du filtre passe-bas, Se seuil de la de´tection, Sa seuil d’arreˆt de l’algo-
rithme.
Taille de la feneˆtre : K
L’estimation de la fre´quence ne´cessite l’utilisation d’un certain nombre d’e´chantillons suc-
cessifs. De meˆme que dans les exemples pre´sente´s dans le chapitre 4, on utilise une feneˆtre de
5 points successifs. Cette faible valeur est suffisante car on ne recherche qu’une bille a` la fois.
Par ailleurs, comme observe´ sur la figure 4.4, la taille de la feneˆtre intervient dans la fre´quence
de coupure du filtre (de fac¸on assez complexe car couple´e au choix de Q). En effet, on conc¸oit
que plus la feneˆtre sera grande plus on lissera le signal de´module´. Ce choix de K f 5 re´alise un
compromis acceptable entre qualite´ d’estimation et re´solution temporelle.
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Nombre de moyennes : Q
Bien que l’on dispose de 9 voies de re´ception et donc de 9 re´alisations du bruit, il est tout
de meˆme ne´cessaire d’effectuer des moyennes afin d’ame´liorer la qualite´ de l’estimation. On
a choisi la valeur Q f 10. On verra dans le paragraphe 6.3 que le choix de ces parame`tres ne
limite pas la re´solution de la mesure.
Bruit de mode´lisation : σ2ε
Le choix de σ2ε de´termine en partie la fre´quence de coupure du filtre mais e´galement le ni-
veau de bruit sur le signal de fre´quence extrait. On doit choisir une valeur suffisamment e´leve´e
pour que le filtre suive correctement la modulation de fre´quence mais aussi assez basse pour
qu’il ne soit pas trop sensible au bruit. Une valeur de l’ordre de σ2ε f 5 t 10 p 3 donne des perfor-
mances acceptables.
Seuil d’e´nergie Se
La me´thode de de´tection des e´ve´nements ne´cessite un seuillage de l’e´nergie du signal. En
pratique, le signal contient une tre`s forte composante a` fre´quence nulle due a` un couplage di-
rect entre e´metteur et re´cepteur d’origine e´lectromagne´tique ou acoustique (re´flexions sur les
parois ou ondes de surface si l’e´metteur est sur le meˆme re´seau que les re´cepteurs). De plus, les
re´flexions sur les parois subissent un le´ger de´calage Doppler duˆ a` la turbulence de l’e´coulement.
On observe donc un pic a` fre´quence nulle dans le spectre du signal rec¸u. Ce pic est e´limine´
par filtrage re´jecteur de bande via un filtre nume´rique de Butterworth et la fonction filtfilt de
MATLAB( qui n’introduit pas de distorsion de phase). La fre´quence de coupure Fb de ce filtre
de´pend du nombre de Reynolds de l’e´coulement. Les valeurs sont donne´es dans la table 5.1. Par
ailleurs, du fait d’interactions non-line´aires entre les voies e´lectroniques, on observe e´galement
un certain nombre de raies qui sont e´limine´es par filtrage re´jecteur de bande nume´rique. Une
fois le signal mis en forme de cette fac¸on, on calcule le carre´ de l’amplitude que l’on moyenne
sur les 9 re´cepteurs. Ensuite ce signal est filtre´ passe-bas a` 100 Hz. On peut alors choisir le
seuil d’e´nergie pour la de´tection des e´ve´nements inte´ressants. Les valeurs sont fournies dans la
table 5.1.
Arreˆt de la propagation de l’algorithme : Sa
Il faut finalement arreˆter la propagation de l’algorithme. On a choisi de se baser sur la valeur
d’amplitude fournie par la sortie de l’algorithme MVA. Lorsque l’amplitude est plus faible
que le seuil Sa, on arreˆte. Les valeurs du seuil sont donne´es dans la table 5.1. En pratique, on
arreˆte l’algorithme si l’amplitude reste plus faible que le seuil pendant plus que 400 e´chantillons
successifs.
5.3 Cohe´rence de l’estimation de vitesse
5.3.1 La mesure de la position
On effectue l’acquisition du signal acoustique sur deux re´seaux de 8 et 9 transducteurs.
Ceux-ci sont re´partis en croix de fac¸on a` constituer des antennes line´aires de 4 ou 5 capteurs. En
mesurant les retards de phase sur les diffe´rents capteurs, on peut estimer la direction d’arrive´e
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du son. Chaque antenne line´aire fournit un angle. Un re´seau e´tant constitue´ de deux antennes
line´aires, on obtient deux angles qui de´crivent une droite sur laquelle se trouve la bille. Avec les
deux re´seaux, on obtient deux droites qui devraient s’intersecter dans l’espace si la pre´cision
des mesures e´tait infinie. Par convention, on de´finit les axes de fac¸on a` ce que l’axe des z soit
l’axe de la cuve et le centre O du repe`re, le centre de la cuve (voir figure 5.1). Le re´seau 1 est
paralle`le au plan yOz et le re´seau 2 et paralle`le au plan xOz. Le re´seau 1 de´signera donc une
droite le´ge`rement incline´e par rapport a` l’axe des x et le second re´seau une droite le´ge`rement
incline´e par rapport a` l’axe des y. Ces deux droites forment donc entre elles un angle qui sera
toujours proche de 90 e car la particule ne s’e´loigne pas de plus de 10 cm maximum du point O et
les transducteurs sont e´loigne´s de 17.6 cm de O. Les coordonne´es X et Y du point d’intersection
vont donc eˆtre bien de´finies. Par contre une le´ge`re erreur dans l’estimation des angles va e´loigner
les droites selon la direction z. La coordonne´e Z va donc eˆtre la plus de´licate a` estimer et la
plus sensible aux erreurs d’estimation des angles. Dans la mesure pre´sente´e ci-dessous, ceci est
d’autant plus de´licat que l’on n’a que 4 transducteurs pour estimer l’angle par rapport a` l’axe 0z
(transducteur 1) tandis que l’on a 5 transducteurs pour estimer les 3 autres angles.
5.3.2 La position
On pre´sente dans la suite de cette partie, l’exemple d’un des segments extrait de l’expe´rience
man290501. Sur la figure 5.4, sont trace´es les trois coordonne´es de la position des points P1 et
P2 des droites issues des deux transducteurs et minimisant la distance P1P2. Les coordonne´es
X et Y des deux points sont indiscernables sur la figure. L’e´cart quadratique moyens entre les
abscisses et ordonne´es des deux points sont de l’ordre de 100 µm. Ce faible e´cart est duˆ au fait
que les deux droites sont quasi orthogonales. Par contre l’estimation de la coordonne´es Z est
nettement moins bonne. On observe un e´cart qui peut aller jusqu’a` 4 mm. L’e´cart quadratique
moyen est de l’ordre de 1.5 mm. Il faut noter cependant que l’incertitude sur la position des
centres des transducteurs peut eˆtre de l’ordre du millime`tre et qu’il y a e´galement une incerti-
tude sur l’angle entre l’axe normal aux transducteurs et les axes Ox et Oy. Ces incertitudes sont
de´licates a` mesurer et ne´cessitent un positionnement tre`s pre´cis des transducteurs dans l’espace.
Par ailleurs, pour assurer l’orthogonalite´ du plan des transducteurs par rapport aux axes, il faut
vraisemblablement un re´usinage de la cuve. Ces re´sultats ne pre´tendent pas pre´senter les per-
formances optimales de la technique de mesure mais plutoˆt donner une ide´e de ses potentialite´s.
Comme on n’utilise que 4 transducteurs sur l’une des directions du re´seau 1, on se fiera au
point P2 comme estime´es de la position de la particule. On peut raisonnablement espe´rer que la
pre´cision de la localisation est meilleure que le millime`tre.
La trajectoire correspondant a` ces trois coordonne´es est pre´sente´e sur la figure 5.5. On voit
que cette trajectoire est extreˆmement contourne´e. On observe des points de rebroussement qui
doivent correspondre a` des acce´le´ration tre`s violentes. L’extrait e´tudie´ ici contient un passage
avec des acce´le´rations tre`s violentes dues a` de fortes oscillations de la vitesse. La trajectoire
pendant cet intervalle de temps est pre´sente´e sur la figure 5.6. On a soustrait a` la position la
contribution due a` la vitesse moyenne pendant l’intervalle de temps conside´re´. La trajectoire
dans ce re´fe´rentiel en mouvement s’enroule sur elle-meˆme. On peut tout a` fait interpre´ter ce
mouvement comme la rotation de la bille autour d’un vortex, lui-meˆme en translation sous l’ef-
fet de l’entraıˆnement par les structures de taille supe´rieure. On notera que le rayon de la rotation
est de l’ordre de quelques centaines de microns. Nous sommes dans ce cas a` la limite des per-
formances de la technique de mesure, mais on voit que l’on peut de´tecter des mouvements de
tre`s faible amplitude (dans ce cas de l’ordre de la taille de la bille).
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Fig. 5.4 – Composantes de la position. De haut en bas les composantes X Y et Z. La courbe en
trait plein correspond au point P1 et les pointille´s a` P2.
5.3.3 Cohe´rence de la mesure de vitesse
Malgre´ le bruit de mesure sur la position, on peut de´river la position pour obtenir la vitesse.
Les vitesses mesure´es par effet Doppler peuvent eˆtre compose´es entre elles de fac¸on a` obtenir
la vitesse projete´e sur les axes Ox et Oy. Le re´sultat est pre´sente´ dans la figure 5.7. Le signal
issu de la de´rivation est tre`s bruite´ mais ressemble fortement au signal extrait du Doppler. La
corre´lation entre les deux signaux est supe´rieure a` 0.9. On observe sur le signal de´rive´ de forts
pics qui sont dus aux passage de la vitesse par 0. En effet, dans ce cas, l’amplitude du signal
passe sous le niveau de bruit a` cause des filtres et donc l’algorithme tend a` garder la position
constante. Par conse´quent, la position reste inchange´e jusqu’a` ce que le signal re´apparaisse
et alors l’algorithme effectue une correction brutale qui cre´e ces pics sur le signal de vitesse.
Par ailleurs, de nombreux de´tails du signal de vitesse Doppler, n’apparaissent pas sur le signal
de´rive´ a` cause de la qualite´ insuffisante de la localisation.
A cause du niveau de bruit e´leve´, il est de´licat d’estimer l’influence de la largeur angulaire
du faisceau ultrasonore sur la composante de vitesse mesure´e. Il semble que la mesure par effet
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Fig. 5.5 – Trajectoire correspondant a` la figure pre´ce´dente.
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Fig. 5.6 – Trajectoire pour les temps voisins de 0.19s. On a retranche´ la contribution de la vitesse
moyenne sur l’intervalle de temps conside´re´. L’e´toile indique le premier point. La trajectoire a
e´te´ lisse´e par filtrage passe-bas.
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Fig. 5.7 – Comparaison des composantes de vitesse obtenues par de´rivation de la position et par
effet Doppler(de´cale´e vers le bas).
Doppler sous estime par moment la vitesse (en valeur absolue) par rapport a` la vitesse the´orique
mais une quantification pre´cise de cet effet ne´cessite des mesures nettement plus fines de la
position. Pour cela, au vu des re´sultats pre´ce´dents, il faut ame´liorer le rapport signal/bruit et
vraisemblablement augmenter le nombre de transducteurs par antenne line´aire.
Plutoˆt que de de´river le signal de position, on peut inte´grer le signal de vitesse Doppler. Le
re´sultat est trace´ sur la figure 5.8. On a inte´gre´ les vitesses V1 et V2 et on compare a` la position
de la bille selon les meˆmes axes. Les deux signaux ont la meˆme allure. L’e´cart entre les deux
me´thodes est de l’ordre de 0.5 cm maximum pour le premier et de 3 mm pour le second. Les
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Fig. 5.8 – Comparaison des coordonne´es de position obtenues par inte´gration de V1 et
V2(pointille´s) a` celle obtenues par triangulation.
e´carts quadratiques moyens sont respectivement 3 mm et 1 mm. Il faut noter que dans ce cas,
les erreurs d’estimation de la vitesse s’accumulent lors de l’inte´gration.
Ces diffe´rents tests montrent la cohe´rence entre les deux types de mesure. La vitesse me-
sure´e par les deux me´thodes est identique ainsi que le de´placement. On peut estimer que cela
valide la mesure par effet Doppler de la vitesse et on peut conside´rer que l’on mesure ainsi
effectivement les composantes de la vitesse.
Chapitre 6
La vitesse lagrangienne
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude statistique des signaux de vitesse. La premie`re question
pose´e est la manie`re d’effectuer les moyennes pour une telle mesure. On e´tudie la forme de la
densite´ de probabilite´ de la vitesse, puis l’autocorre´lation et le spectre lagrangien. On conclura
le chapitre par une discussion sur la fonction de structure d’ordre 2 qui est fondamentale dans
la the´orie K41 ainsi que dans les mode`les stochastiques de dispersion.
6.1 Les signaux lagrangiens
6.1.1 Les segments
La mesure 1D
L’algorithme MVA permet donc d’obtenir un certain nombre de morceaux de signaux de´-
module´s. Cependant, ce n’est pas re´ellement satisfaisant pour plusieurs raisons. Tout d’abord,
le seuil Sa est fixe´ volontairement assez bas pour obtenir une portion la plus longue possible.
On risque donc de ne pas arreˆter assez toˆt l’algorithme ou bien celui-ci peut se recaler sur
un autre e´ve´nement. Par ailleurs, il arrive que plusieurs billes soient pre´sentes simultane´ment
dans l’intersection des faisceaux. Or l’algorithme n’est pas optimise´ pour traiter ce cas et risque
donc d’avoir un comportement aberrant en passant d’une bille a` l’autre voire a` ne chercher
qu’une composante alors qu’il y en a deux. Il est donc ne´cessaire d’effectuer un second passage
afin, d’une part de repe´rer les endroits ou` se terminent effectivement les e´ve´nements de´tecte´s
et d’autre part, d’e´liminer les e´ve´nements proble´matiques. Ce second passage a e´te´ effectue´
manuellement, un tel algorithme restant a` e´tudier.
La distribution de la taille de segments obtenus est donne´e figure 6.1. L’algorithme d’ex-
traction des segments ne conserve pas les segments tre`s courts. L’histogramme des tailles a
donc un maximum suivi d’une queue exponentielle montrant une forte dispersion. ´Etant donne´
que l’on a supprime´ artificiellement les segments courts, on peut penser que la loi de probabi-
lite´ des tailles des segments puisse eˆtre exponentielle. Il faut noter que la taille des segments
ne correspond pas re´ellement au temps de se´jour de la particule dans le faisceau. Il s’agit en
re´alite´ de la taille du segment que l’algorithme a re´ussi a` identifier. Le de´but et la fin du segment
sont en re´alite´ davantage de´termine´s par le comportement de l’algorithme. Ainsi si la qualite´
de la de´modulation se de´te´riore (diminution du rapport signal/bruit, pre´sence simultane´e d’une
deuxie`me particule...) alors on peut eˆtre amene´ a` stopper l’algorithme tandis que la particule
demeure encore un certain temps dans le faisceau.
Pour l’expe´rience pre´sente´e sur la figure (man290501), la moyenne est de l’ordre de 1350
e´chantillons (52 ms) pour une variance de 950 (37 ms). Le temps de de´corre´lation de la vitesse
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Fig. 6.1 – Histogramme des tailles de segments pour l’expe´rience man290501. On a place´ une
droite en pointille´s pour marquer la queue exponentielle
vaut dans l’expe´rience pre´sente´e TL º 22 » 4 ms. La taille des segments vaut donc en moyenne
2 » 3TL.
La mesure 2D
La distribution des longueurs des segments est pre´sente´e sur la figure 6.2. La forme est
identique a` celle pre´sente´e dans le cas d’une seule composante mais la moyenne et la variance
sont plus faibles et valent respectivement 1014 et 640 e´chantillons. La zone de mesure e´tant
de volume plus petit que dans le cas monocomposante, la particule demeure moins longtemps
dans l’intersection des faisceaux. On dispose de 4068 segments au total, ce qui correspond
a` trois fois moins d’e´chantillons que pour les re´sultats pre´sente´s dans les parties pre´ce´dentes
concernant l’expe´rience man290501.
6.1.2 Comment faire des moyennes ?
De`s lors que la dure´e des e´ve´nements est variable, se pose la question de la manie`re d’effec-
tuer des moyennes. La me´thode directe consiste a` donner a` chaque e´chantillon un poids iden-
tique. Alors les segments n’auront pas tous le meˆme poids. Dans l’expe´rience de Voth et al.[92],
les auteurs de´crivent leur me´thode de ponde´ration lors des moyennes. Dans leur cas, la particule
demeure dans la zone de mesure pendant une dure´e faible par rapport au temps caracte´ristique
d’e´volution de la vitesse qui varie donc peu au cours de la mesure. La ponde´ration consiste donc
essentiellement a` affecter un poids a` chaque e´ve´nement inversement proportionnel au temps de
se´jour. Dans notre cas, le temps caracte´ristique pour l’expe´rience man290501 est de l’ordre de
22 ms c’est a` dire un peu moins de la moitie´ de la moyenne des temps de se´jour. De fac¸on
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Fig. 6.2 – Histogramme des longueurs des segments pour lesquels la particule est visible simul-
tane´ment sur les deux voies d’acquisition pour l’expe´rience man290501.
ge´ne´rale, la bille reste donc plusieurs temps caracte´ristiques dans la zone de mesure (ce qui
e´tait une des exigences de la mesure). La ponde´ration s’annonce donc de´licate a` effectuer. Par
exemple, pour le calcul de la vitesse quadratique moyenne, on obtient σ
º
0 » 96 m/s en donnant
un poids e´gal a` chaque e´chantillon tandis qu’en en donnant le meˆme poids a` chaque segment
on obtient 1 » 00 m/s soit une diffe´rence de 4%. Cette diffe´rence est relativement faible mais tout
de meˆme significative. Ne´anmoins, il est difficile de se de´cider en faveur d’une me´thode plutoˆt
qu’une autre. Comme la distribution des temps de se´jours est tout de meˆme assez pique´e, on
prend le parti de donner a` chaque segment un poids proportionnel a` sa longueur au risque de
favoriser les segments les plus longs.
La figure 6.3 pre´sente la vitesse quadratique moyenne des segments de longueur plus grande
qu’une taille l en fonction de l. On notera de´sormais cette grandeur v ¼¾½ l ¿ . On voit que la vitesse
quadratique moyenne diminue lorsqu’on conside`re des morceaux de plus en plus longs. Elle
passe de 0.96 a` 0.84 lorsque la taille de´passe 4000 e´chantillons soit une diminution de 12%.
On peut comprendre cette de´croissance en intuitant que les particules allant ”le plus lentement”
c’est-a`-dire de variance plus faible ont une probabilite´ plus grande de rester longtemps dans la
zone de mesure. De`s lors, on conc¸oit le biais induit par cette me´thode de mesure. On verra que
ce biais peut devenir significatif et que dans certains cas, il est ne´cessaire de le compenser.
La vitesse quadratique moyenne des composantes de vitesse des segments plus grands que
l est pre´sente´e dans la figure 6.4 dans le cas de la mesure 2D. Le nombre de segments utilise´s
est nettement plus faible car on a extrait des segments pre´ce´dents les portions ou` la bille est
de´tecte´e simultane´ment par les deux voies d’acquisition. Les courbes obtenues sont donc nette-
ment moins lisses que celle de la figure pre´ce´dente. On a trace´ v ¼ pour les composantes v1, v2,
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Fig. 6.3 – Vitesse quadratique moyenne des segments plus long que la longueur l pour
l’expe´rience man290501
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Fig. 6.4 – Vitesse quadratique moyenne des segments plus longs que l en fonction de l pour
l’expe´rience man290501. De haut en bas on a v ¼ calcule´e pour les composantes va, v1, v2 et vb.
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va et vb. On remarque que les variances de v1 et v2 sont identiques. Cela s’explique par le fait que
la zone de mesure est identique “vue” par les deux voies d’acquisition en terme ge´ome´trique.
Par contre, la variance de va est le´ge`rement supe´rieure et surtout la variance de vb est nettement
plus faible. On notera que la zone de mesure est plus e´tendue dans la direction de va que dans
celle de vb. On voit donc clairement qu’en se´lectionnant les e´ve´nements d’une certaine dure´e,
on observera pre´fe´rentiellement les e´ve´nements de variance la plus faible. Cet effet est impor-
tant car la vitesse quadratique moyenne de la vitesse vb est 20% plus faible que celle de va alors
que les directions de mesure sont identiques en termes de syme´trie de l’e´coulement car elles
sont toutes deux dans le plan me´dian de la cuve.
6.1.3 PDF de vitesse
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Fig. 6.5 – Fonction densite´ de probabilite´ de la vitesse pour l’expe´rience man290501. On a trace´
en pointille´s la gaussienne de meˆme variance et valeur moyenne.
Une des premie`res grandeurs d’inte´reˆt est la fonction densite´ de probabilite´ de la vitesse
obtenue via l’histogramme de vitesse. Elle est pre´sente´e sur le figure 6.5. L’histogramme est
calcule´ en donnant le meˆme poids a` chaque e´chantillon c’est-a`-dire simplement en mettant
bout-a`-bout tous les segments. On observe tout d’abord un creux au voisinage des vitesses
nulles et des bosses sur ses bords. Cela est duˆ aux ope´rations de filtrage. Pour se de´barrasser
du pic central, on est oblige´ d’effectuer un filtrage passe-bas autour de la fre´quence nulle. Par
conse´quent, il est en tout rigueur impossible de mesurer une fre´quence nulle. On s’attend donc
a` observer une probabilite´ nulle pour les fre´quences faibles. De plus, l’algorithme contient un
filtre de Kalman interdisant a` la fre´quence estime´e de faire des sauts trop rapides (par re´glage de
Rε). Par conse´quent, lorsque la vitesse de la particule change de signe, l’algorithme va passer
continuˆment d’un coˆte´ a` l’autre de la fre´quence nulle mais en y restant un minimum de temps
car il n’y a pas de signal a` cette fre´quence. Le creux n’est donc pas tre`s profond. Par ailleurs,
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cela favorise e´galement les fre´quences situe´es pre`s de la bande coupe´e car l’algorithme aura
tendance a` attendre a` ces fre´quences que le signal re´apparaisse de l’autre coˆte´. Cela explique
les bosses observe´es. Il est difficile de corriger cet effet. On pourrait imaginer de reconstituer
le signal de fac¸on plus satisfaisante qu’en laissant simplement agir le filtre de Kalman, par
exemple en ajustant la trajectoire dans le plan temps-fre´quence par des courbes plus ou moins
complexes (”cubic splines” ou polynoˆmes).
On observe e´galement que les ailes de la densite´ de probabilite´ sont proches de la gaussienne
de meˆme variance et valeur moyenne trace´e en pointille´s. On se rappelle que les densite´s de
probabilite´ eule´riennes et lagrangiennes sont cense´es eˆtre identiques dans le cas de la turbulence
homoge`ne. La densite´ de probabilite´ eule´rienne e´tant gaussienne, on s’attend a` ce qu’il en soit de
meˆme dans le cas lagrangien. On note que la valeur moyenne n’est pas nulle et vaut dans ce cas
0.12 m/s, ce qui signifie qu’en moyenne la bille s’approche du transducteur. Ceci est compatible
avec la recirculation moyenne observe´e dans l’e´coulement de Von Ka´rma´n. Le fluide est e´jecte´
par les disques et revient vers l’axe dans le plan me´dian. La zone de mesure e´tant l’intersection
de deux coˆnes, elle est de´cale´e vers le bord de la cuve oppose´ aux transducteurs acoustiques et
donc dans une zone ou`, en moyenne, le fluide revient vers l’axe et donc vers les transducteurs.
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4
-3.5
-3
-2.5
-2
-1.5
-1
-0.5
0
v (m/s)
lo
g1
0 
( P
DF
 )
N
.M
or
da
nt
,T
he`
se
de
do
ct
or
at
,E
N
S
Ly
on
,F
ra
nc
e
(20
01
)
Fig. 6.6 – PDF des deux composantes va (en haut) et vb (en bas de´cale´e de 0.5) pour l’expe´rience
man290501. En pointille´s : gaussiennes de meˆme moyenne et variance.
Les fonctions densite´ de probabilite´ des deux composantes de vitesse va et vb sont trace´es
sur la figure 6.6. La forme des PDFs est encore tre`s proche de la gaussienne.
On a acce`s a` la vitesse quadratique moyenne pour les diffe´rentes expe´riences. On peut donc
graˆce a` la mesure de ε estimer les longueurs de Taylor correspondant ainsi que le nombre de
Taylor base´ sur cette longueur (voir la table 6.1). Les valeurs de λ varient entre 650 et 920 µm.
Les tailles de bille utilise´es sont 250, 500 et 1000 µm. On voit donc que les billes de la taille la
plus petite sont de l’ordre du tiers de la longueur de Taylor. On peut donc espe´rer que ces billes
n’ope`rent pas de filtrage spatial trop important. Ce ne sera pas force´ment le cas pour les billes
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de 1 mm de diame`tre.
man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
pales non oui oui oui oui
Ω (Hz) 17.5 4 7.2 11.2 7.2
diam. billes (µm) 250 250 250 250 1000
ε (W/kg) 13 8 25 72 25
Rλ 155 310 740 1100 740
S 5153 4269 9506 5331 3113
N0 (106 points) 2.01 1.56 3.2 1.44 0.96
σ (m/s) 0.38 0.48 0.98 1.58 0.98
T (ms) 57.1 250 139 89.3 139
TL (ms) 42.5 46.7 22.4 14.7 22.7
T À TL (ms) 1.3 5.4 6.2 6.1 5.7
T2 (ms) 1 1 0.4 0.3 1.1
τη (ms) 0.28 0.35 0.20 0.12 0.20
λ (µm) 760 920 880 650 880
σa (m/s2) 51 64 280 640 100
a0 0.054 0.18 0.63 0.67 0.08
C0 0.44 0.97 2.9 4.0 2.6
C∞0 0.52 1.05 3.4 4.7 3.4
Tab. 6.1 – Caracte´ristiques des diffe´rentes expe´riences. Ω fre´quence de rotation des disques,
ε taux de de´cimation moyen, S nombre de segments utilise´s, N0 nombre total de points, σ vi-
tesse quadratique moyenne d’une composante, T pe´riode de rotation des disques , TL temps
caracte´ristique lagrangien, T2 temps caracte´ristique de coupure de la bille, τη temps de Kolmo-
gorov, λ longueur de Taylor, σa valeur quadratique moyenne d’une composante d’acce´le´ration,
a0 º σ2τη À ε, C0 maximum de DL2 ½ τ ¿4À*½ ετ ¿ , C∞0 º 2σ2 À εTL.
6.2 Fonction d’autocorre´lation de la vitesse lagrangienne
6.2.1 Les estimateurs de la fonction d’autocorre´lation
De fac¸on ge´ne´rale, il est assez de´licat d’estimer le coefficient d’autocorre´lation. Dans notre
cas, la difficulte´ est accrue par le fait que les segments ne sont pas tous de la meˆme lon-
gueur. Un estimateur traditionnel est l’estimateur dit biaise´ [42] dont l’expression pour un signal
e´chantillonne´ s de longueur L et de variance σ2 est
R ½ i ¿
º
1
σ2L
L Á i
∑
k Â 1
s ½ k ¿ s ½ k Ã i ¿ pour i
ºEÄ
1 Å4»?»4»ÆÅ L Ç 1 ÈÉ» (6.1)
Dans ce cas, on voit qu’a` i fixe´, la somme des L Ç i produits s ½ k ¿ s ½ k Ã i ¿ est divise´e par L ce qui
limite la variance de l’estimateur. Par contre cet estimateur est biaise´. La version non biaise´e
s’e´crit
R ½ i ¿
º
1
σ2 ½ L Ç i ¿
L Á i
∑
k Â 1
s ½ k ¿ s ½ k Ã i ¿ pour i
ºEÄ
1 Å4»?»4»ÆÅ L Ç 1 ÈÉ» (6.2)
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Dans notre cas, il faut ope´rer une estimation qui prend en compte tous les segments. On se pro-
pose d’adapter la version non biaise´e. On conside`re les S segments s j enregistre´s. La longueur
du segment s j vaut L j. Il est e´vident que pour estimer la corre´lation R ½ i ¿ on ne pourra prendre
en compte que les segments dont la taille est supe´rieure a` i. L’estimation de la corre´lation R ½ i ¿
sera donc la moyenne des produits s j ½ k ¿ s j ½ k Ã i ¿ , somme´s sur les segments de taille supe´rieure
a` i et, pour chaque segment, somme´s sur les indices k. Formellement, on peut donc e´crire :
R ½ i ¿
º
1
Niσ2
S
∑
j Â 1 Ê L j
¼
i
L j Á i
∑
k Â 1
s j ½ k ¿ s j ½ k Ã i ¿NÅ (6.3)
ou` Ni est le nombre de produits s j ½ k ¿ s j ½ k Ã i ¿ implique´s dans le calcul.
Pour estimer le spectre de puissance, il sera utile dans la suite de disposer d’une estimation
de type biaise´e. On pourra la calculer en multipliant le coefficient R ½ i ¿ par ½ N0 Ç i ¿?À N0 dans le
meˆme esprit que celui de l’e´quation 6.1.
Une autre fac¸on de calculer le coefficient d’autocorre´lation est d’utiliser la fonction de struc-
ture d’ordre 2
D2 ½ i ¿ ºEË ½ s ½ t Ã i ¿3Ç s ½ t ¿?¿ 2 Ì » (6.4)
Dans le cas d’un signal stationnaire, on a
D2 ½ i ¿ º 2σ2 ½ 1 Ç R ½ i ¿?¿ (6.5)
ce qui conduit a`
R ½ i ¿
º
1 Ç D2
½ i ¿
2σ2
» (6.6)
L’avantage de l’utilisation de la fonction de structure est que l’incre´ment agit comme un filtre
sur la non-homoge´ne´ite´ du champ de vitesse. La fonction de structure d’ordre 2 est estime´e en
utilisant la formule suivante :
D2 ½ i ¿ º
1
Ni
S
∑
j Â 1 Ê L j
¼
i
L j Á i
∑
k Â 1 Í
s j ½ k Ã i ¿3Ç s j ½ k ¿ªÎ 2 » (6.7)
On notera que les moyennes effectue´es dans les diffe´rents estimateurs agissent sur les seg-
ments dont la taille doit eˆtre supe´rieure au de´calage i. Cela permet e´ventuellement de compenser
par la variance des segments de taille supe´rieure a` i, pre´sente´e au paragraphe 6.1.2, de fac¸on a`
corriger le biais introduit par la technique de mesure.
En ce qui concerne la mesure 2D, on effectuera e´galement un calcul d’intercorre´lation entre
les deux composantes V1 et V2 mesure´es. Celle-ci sera calcule´e selon la formule suivante :
R ½ i ¿
º
1
Niσ1σ2
S
∑
j Â 1 Ê L j
¼
i
L j Á i
∑
k Â 1
V j1 ½ k ¿ V
j
2 ½ k Ã i ¿NÅ (6.8)
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Fig. 6.7 – Coefficient d’autocorre´lation de la vitesse lagrangienne pour l’expe´rience man290501
1D. L’autocorre´lation est calcule´e via l’estimateur de l’e´quation 6.3. L’encart est un
agrandissement des petits temps. En pointille´s est figure´e une exponentielle de´croissante
1 » 03exp ½ªÇ τ À 0 » 02 ¿ .
6.2.2 Autocorre´lation d’une composante de vitesse
Estimateur non-biaise´
On pre´sente sur la figure 6.7, le coefficient d’auto-corre´lation RL ½ τ ¿ estime´ via l’estimateur
“non-biaise´” de´crit dans l’e´quation 6.3. On a trace´ pour comparaison une exponentielle estime´e
en utilisant le de´but de la de´croissance. Le temps caracte´ristique obtenu est 20 ms. On note
que dans cette expe´rience, les disques tournent avec une pe´riode T
º
139 ms et que les disques
ont 8 pales, ce qui donne une pe´riodicite´ des pales Tp º T À 8 º 17 » 4 ms. On remarque que
RL ½ τ ¿ de´croıˆt plus rapidement que l’exponentielle et devient ne´gatif pour un temps de l’ordre
de T1 º 52 ms. Ce re´sultat est diffe´rent de ceux obtenus par la plupart des autres auteurs qui
pre´sentent plutoˆt une forme exponentielle.
Les e´carts de temps plus longs que 0.16 s ne sont pas pre´sente´s car la variance d’estimation
augmente fortement. Il est assez de´licat de fournir une estimation de la barre d’erreur sur la
valeur de RL ½ τ ¿ . Trouver une expression analytique est un de´fi car il faut prendre en compte a` la
fois la statistique de la vitesse et celle des longueurs des segments. Il est e´vident que la variance
d’estimation croıˆt tre`s fortement pour les e´carts de temps les plus longs car on utilise a` la base
de notre calcul une combinaison d’estimateurs non biaise´s dont la variance augmente fortement
lorsqu’on conside`re les e´carts de temps voisins de la longueur des signaux conside´re´s. Comme
par ailleurs le nombre N ½ τ ¿ de segments utilise´s pour le calcul de´croıˆt lorsqu’on augmente τ,
on conc¸oit parfaitement que l’estimation soit de moins en moins bonne. On peut intuiter que la
variance d’estimation soit lie´e au nombre de segments utilise´s et qu’elle pourrait varier comme
l’inverse de ce nombre. La figure 6.8 pre´sente la variation de N ½ τ ¿ en fonction de τ. On voit
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Fig. 6.8 – ´Evolution du nombre N ½ τ ¿ de segments utilise´s pour le calcul de RL ½ τ ¿ pour
l’expe´rience man290501.
que dans la plage de variation de τ pre´sente´e, le nombre de segments passe de 9500 a` 230
environ soit une chute d’un facteur 40. En imaginant que la variance varie proportionnellement
a` 1 ÀGÏ N ½ τ ¿ cela conduirait a` une augmentation de l’erreur d’un facteur 7.
Estimation par la fonction de structure d’ordre 2
L’estimation de RL ½ τ ¿ au moyen de la fonction de structure d’ordre 2 est plus de´licate. La
figure 6.9 pre´sente en trait mixte la fonction de structure d’ordre 2. En the´orie, celle-ci devrait
saturer a` 2σ2 c’est-a`-dire au voisinage de 1 » 8 m2/s2 pour l’expe´rience pre´sente´e. Or on observe
que le maximum est nettement plus faible voisin de 1 » 6 m2/s2, ce qui voudrait dire que RL ½ τ ¿
estime´ de cette fac¸on ne de´croıˆtrait pas vers ze´ro aux grands temps. Ceci est directement lie´ au
fait que la variance de la vitesse varie en fonction de la longueur des segments. Si l’on corrige
la fonction de structure en la divisant par la fonction v ¼ ½ τ ¿ 2 À v ¼ ½ 0 ¿ 2, on obtient la courbe en
trait plein qui atteint des valeurs de l’ordre de 1 » 9 m2/s2. On a e´galement trace´ une estimation
exponentielle ajuste´e aux moindres carre´s entre les temps τ
º
1 » 4 ms et τ
º
92 ms. On voit que
l’exponentielle reproduit parfaitement l’e´volution de la fonction de structure ainsi corrige´e. Pour
obtenir RL ½ τ ¿ , il faut utiliser l’e´quation 6.6 en normalisant SL2 ½ τ ¿ par la variance. Le proble`me est
de savoir quelle estimation de la variance utiliser. On sugge`re de prendre la valeur fournie par le
fit exponentiel soit σ
º
0 » 98 m/s. La figure 6.10 pre´sente en e´chelle semilogarithmique la fonc-
tion RL ½ τ ¿ ainsi obtenue. On voit que l’autocorre´lation se comporte remarquablement selon une
exponentielle dont le temps caracte´ristique est 22 » 4 ms. On peut donc conclure que l’utilisation
de la fonction de structure pour estimer le coefficient d’autocorre´lation permet effectivement
de s’affranchir des proble`mes d’inhomoge´ne´ite´ observe´s lorsqu’on utilise l’estimateur “non
biaise´”. Dans ces conditions, la de´corre´lation se fait de manie`re exponentielle comme sugge´re´
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Fig. 6.9 – Fonction de structure d’ordre 2 de la vitesse pour l’expe´rience man290501. En traits
mixtes estimation directe, en trait plein estimation apre`s correction par u ¼r , en pointille´s fit
exponentiel 1 » 92 Ç 1 » 95exp ½ 44 » 7τ ¿ .
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Fig. 6.10 – Coefficient d’autocorre´lation de la vitesse estime´ en utilisant la fonction de structure
d’ordre 2. En pointille´s l’ajustement par une exponentielle. Dans l’encart, le fit exponentiel est
de´cale´ pour la clarte´ de l’image.
112 Chapitre 6. La vitesse lagrangienne
dans d’autres expe´riences ante´rieures de moindre re´solution et a` un nombre de Reynolds plus
faible.
On choisit donc de de´finir le temps caracte´ristique lagrangien TL comme le temps ca-
racte´ristique de la de´croissance exponentielle. Les valeurs obtenues pour les diffe´rentes se´ries
de mesures sont pre´sente´es dans la table 6.1. On note que lorsque l’entraıˆnement est effectue´
par des disques lisses, TL est du meˆme ordre de grandeur que la pe´riode de rotation (le´ge`rement
infe´rieur) tandis que lorsque l’entraıˆnement est cause´ par des pales le temps caracte´ristique est
plutoˆt de l’ordre de grandeur du temps de passage des pales (TL Ð 6T tandis qu’on a 8 pales).
On note e´galement que le temps lagrangien TL est bien lie´ a` l’e´chelle de temps de l’entraıˆnement
a` grande e´chelle car le rapport T À TL varie peu (dans une configuration de disque donne´e, voir
table 6.1) lorsqu’on varie le nombre de Reynolds.
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Fig. 6.11 – Coefficient d’autocorre´lation de la vitesse estime´ en utilisant la fonction de structure
d’ordre 2 pour les temps courts. En pointille´s l’ajustement exponentiel, en trait mixte l’ajuste-
ment par deux exponentielles.
On note que pour les petits temps, l’ajustement par une exponentielle ne parvient pas a`
de´crire la courbure de RL ½ τ ¿ due a` la variance finie de l’acce´le´ration. Sawford [77] propose une
mode´lisation d’un effet de nombre de Reynolds fini par la diffe´rence de deux exponentielles :
RL ½ τ ¿
º
TL exp ½>Ç τ À TL ¿GÇ T2 exp ½>Ç τ À T2 ¿
TL Ç T2
» (6.9)
On peut reprendre cette expression et tenter de l’ajuster a` la courbe expe´rimentale. Un ajuste-
ment aux moindres carre´s donne la valeur T2 º 0 » 4 ms (figure 6.11). On obtient ainsi un ordre
de grandeur du temps caracte´ristique des petites e´chelles.
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Fig. 6.12 – Autocorre´lation des deux composantes va et vb et intercorre´lation (de haut en bas)
pour l’expe´rience man290501.
6.2.3 Corre´lation des composantes de vitesse
Les coefficients de corre´lation des deux composantes de vitesse sont pre´sente´s sur la fi-
gure 6.12 calcule´s par l’estimateur “non biaise´”. On a trace´ les coefficients d’autocorre´lation
de va et vb ainsi que la corre´lation des deux composantes. On remarque tout d’abord que
les deux composantes ne sont pas corre´le´es entre elles car le niveau de corre´lation reste tre`s
faible et peut donc eˆtre conside´re´ comme nul. Les coefficients d’autocorre´lation sont qualitati-
vement semblables mais diffe`rent quantitativement. Tout d’abord, les temps caracte´ristiques de
la de´croissance sont diffe´rents. Si on estime le temps caracte´ristique d’une de´croissance expo-
nentielle qui tangente le de´but de la de´croissance, on trouve Ta º 18 ms et Tb º 14 ms. Lorsque
l’on calcule l’autocorre´lation au moyen de la fonction de structure d’ordre 2 on trouve, de la
meˆme manie`re que dans le cas d’une seule composante, une forme plus proche d’une exponen-
tielle dont les temps caracte´ristiques sont T La º 26 ms et T Lb º 25 ms. Cette me´thode permet
e´galement d’estimer les variances de la vitesse et on trouve uarms º 1 » 06 m/s et ubrms º 1 » 03 m/s.
On voit que l’utilisation de la fonction de structure d’ordre 2 pour estimer les coefficients d’au-
tocorre´lation permet de corriger en grande partie les biais dus a` la ge´ome´trie de la zone de
mesure.
La PDF des deux composantes de vitesse est pre´sente´e sur la figure 6.13. Les lignes d’iso-
valeur de la PDF sont circulaires sauf sur deux axes pour lesquels on retrouve les proble`mes
dus aux passage a` 0 des composantes v1 et v2 comme explique´ pre´ce´demment.
On a pre´sente´ sur la figure 6.14 la corre´lation de la valeur absolue des composantes de
vitesse Ñ
½ÓÒ vi ÒªÇ
Ñ
Ò vi ÒµÔ4¿½Ò v j ÒªÇ
Ñ
Ò v j ÒµÔ4¿?Ô
Ï
Ñ
½ÓÒ vi ÒªÇ
Ñ
Ò vi ÒµÔ4¿ 2 Ô
Ñ
½Ò v j ÒªÇ
Ñ
Ò v j ÒÕÔ4¿ 2 Ô
pour i Å j ÖØ× a Å b ÙÚ» (6.10)
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Fig. 6.13 – PDF des deux composantes de vitesse va et vb pour l’expe´rience man290501.
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Fig. 6.14 – Autocorre´lation des valeurs absolues des deux composantes Ò va Ò et Ò vb Ò et inter-
corre´lation (de haut en bas) pour l’expe´rience man290501.
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Le temps de de´corre´lation des valeurs absolues des composantes de vitesse est de l’ordre de
10 ms soit la moitie´ de TL. De la meˆme fac¸on que pre´ce´demment, la corre´lation de Ò va Ò et de
Ò vb Ò peut eˆtre conside´re´e comme nulle. Il semble donc que les composantes du champ de vitesse
puissent eˆtre conside´re´es comme e´tant totalement non-corre´le´es.
6.3 Spectre de puissance lagrangien
6.3.1 Les estimateurs du spectre de puissance
De meˆme que pour l’autocorre´lation, la question de l’estimateur se pose pour le spectre de
puissance. L’estimateur usuel du spectre est [65]
S ½ f ¿
º
1
NB
NB Á 1∑
j Â 0
S jn Û 1 ½ f ¿ (6.11)
avec
Sl ½ f ¿ º ∆t Ü
Ü
Ü
Ü
Ü
NS∑
k Â 1
h ½ k ¿ s ½ k Ã l Ç 1 ¿ e Á i2pi f k∆t Ü
Ü
Ü
Ü
Ü
2
Å pour 1 Ý l Ý N Ã 1 Ç NS » (6.12)
Sl est le pe´riodogramme de NS e´chantillons du signal commenc¸ant a` l’indice l et apodise´ par une
feneˆtre h (dans notre cas il s’agit d’une feneˆtre de Hanning). L’estimateur est donc la moyenne
de NB blocs se chevauchant de NS Ç n indices. On a donc
0 Þ n Ý NS et n ½ NB Ç 1 ¿ º N Ç NS » (6.13)
On doit en particulier avoir NS Ý N. On obtient ainsi une estimation du spectre sur NS e´chantil-
lons correspondant aux fre´quences entre 0 et la fre´quence d’e´chantillonnage. Plus NS est e´leve´,
meilleur est l’e´chantillonnage de la bande-passante mais en contre-partie on diminue NB et on
augmente ainsi la variance d’estimation. Il faut donc trouver un juste e´quilibre.
Dans notre cas, la longueur des segments est variable. Si on se fixe une valeur de NS, on est
contraint de ne prendre en compte que les segments dont la taille est plus grande que cette valeur.
On doit alors faire un nouvel arbitrage entre qualite´ d’e´chantillonnage de la bande-passante
et nombre maximal de segments pris en compte. Par ailleurs, la question de la manie`re de
moyenner les spectres entre les segments se pose. Dans le meˆme esprit que pour RL, on choisit de
moyenner les spectres en leur affectant un poids proportionnel au nombre de blocs utilise´s dans
le calcul. Un inconve´nient de cette me´thode est que l’on risque de favoriser artificiellement les
segments les plus longs (mais qui sont e´galement les plus rares). Cela fournit donc un premier
estimateur.
Une autre fac¸on d’estimer le spectre est d’utiliser l’autocorre´lation. En effet, le pe´riodo-
gramme est la transforme´e de Fourier discre`te de l’estimateur biaise´ de l’auto-corre´lation. De`s
lors, on peut se baser sur ce constat pour fabriquer un estimateur du spectre. On part de l’esti-
mateur “non-biaise´” que l’on a utilise´ dans la partie pre´ce´dente. En remarquant que l’estimateur
biaise´ peut eˆtre retrouve´ en multipliant l’estimateur non-biaise´ par une feneˆtre triangulaire dont
le maximum correspond a` un de´calage nul, on peut fabriquer un estimateur “biaise´” en effec-
tuant une ope´ration similaire sur l’estimateur “non-biaise´”. De`s lors en faisant une transforme´e
de Fourier discre`te inverse, on obtient un spectre qui est bien re´el et positif.
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Fig. 6.15 – Spectre lagrangien pour diffe´rentes valeurs de NS pour l’expe´rience man290501. Les
3 courbes du bas ont e´te´ de´cale´es de 6 dB pour la clarte´. De haut en bas NS º 4096, 2048, 1024,
512. En pointille´s, on a trace´ la transforme´e de Fourier de la forme exponentielle et en tirets la
double exponentielle estime´e a` partir de la fonction d’autocorre´lation.
6.3.2 Re´sultat et discussion
Le spectre estime´ par le pe´riodogramme est pre´sente´ figure 6.15 pour plusieurs valeurs de
NS. Pour les valeurs NS º 4096, 2048, 1024, 512, les valeurs de NB sont respectivement 232,
2439, 11679 et 35712. L’influence de ces valeurs est visible sur la variance d’estimation du
spectre qui est nettement plus grande pour NS º 4096.
A basse fre´quence, les spectres montrent une de´croissance alge´brique d’exposant proche
de Ç 2. Cependant la plage de fre´quence ou` cette tendance est visible est restreinte. Elle est
limite´e a` haute fre´quence a` 200 Hz dans ce cas et a` basse fre´quence par le premier point visible
dont l’abscisse est de´termine´e par la donne´e de NS. Pour envisager d’atteindre la limite a` basse
fre´quence, il faudrait accroıˆtre davantage NS mais ce n’est pas possible car de´ja` pour NS º 4096
on a une valeur tre`s basse de NB. Cet estimateur ne permet donc pas d’avoir acce`s aux tre`s
basses fre´quences.
Ne´anmoins l’estimation est de tre`s bonne qualite´ a` haute fre´quence. Pour des fre´quences
supe´rieures a` 200 Hz, le spectre s’e´loigne de la Lorentzienne provenant de l’ajustement expo-
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nentiel de la fonction d’autocorre´lation dont l’expression est :
2σ2TL
1 Ã½ ωTL ¿ 2
Å (6.14)
mais reste proche de l’ajustement par deux exponentielles :
2σ2
TL Ç T2 ß
T 2L
1 Ã½ ωTL ¿ 2
Ç
T 22
1 Ã½ ωT2 ¿ 2 à
(6.15)
jusqu’a` des fre´quences de l’ordre de 1 kHz. Aux fre´quences les plus e´leve´es, l’allure de l’es-
timation du spectre n’est pas sans rappeler la figure 4.4 provenant du de´codage d’un signal
synthe´tique a` spectre en 1 À f 2. En particulier on remarque des creux tre`s prononce´s au voisi-
nage de 2500 Hz ou 8000 Hz qui sont e´galement pre´sents dans le cas du signal synthe´tique.
D’apre`s les test effectue´s sur les signaux synthe´tiques, la fre´quence de coupure du filtre ope´re´
par l’algorithme MVA vaut 1200 Hz (pour les parme`tres utilise´s ici). L’allure de la courbe
pre´sente´e sur la figure 4.6 dans le cas d’un signal synthe´tique plonge´ dans un bruit blanc permet
d’affirmer que le spectre de vitesse passe sous le niveau de bruit pour des fre´quences supe´rieures
a` 1 kHz environ. Pour les fre´quences supe´rieures, on observe de la meˆme fac¸on que pour les
signaux synthe´tiques un spectre lie´ a` l’excitation du filtre de Kalman par le bruit du signal. On
peut donc affirmer que pour les fre´quences infe´rieures a` Fmax º 1 kHz, dans ce cas (expe´rience
man290501), on observe donc bien le spectre de puissance de la vitesse des billes de poly-
styre`ne. Cette borne supe´rieure de´pend de l’expe´rience conside´re´e, les valeurs sont donne´es
dans la table 6.1.
L’estimation du spectre a` partir de l’auto-corre´lation est pre´sente´e dans la figure 6.16. On
remarque que le signal est tre`s bruite´ a` haute fre´quence. Ceci est lie´ a` plusieurs facteurs dont
la qualite´ de l’estimation de RL pour les grandes valeurs de τ qui par transforme´e de Fourier
induisent des fluctuations a` haute fre´quence mais surtout par les performances de la transforme´e
de Fourier discre`te lorsque le spectre varie rapidement [65] (en particulier si la de´croissance est
plus rapide que 1 À f 2), ce qui est le cas a` haute fre´quence. On peut donc estimer que cette
estimation n’est pas valable pour des fre´quences supe´rieures a` 200 Hz, pour lesquelles on a
vu pre´ce´demment que le spectre de´croıˆt nettement plus rapidement que 1 À f 2. Par contre, on
peut avoir confiance dans l’estimation pour des fre´quences infe´rieures a` 200 Hz. Dans le cas
pre´sente´, on a ainsi acce`s aux fre´quences supe´rieures a` 3 Hz. On voit que le spectre ainsi estime´
est bien approxime´ par la lorentzienne issue de la transforme´e de Fourier du fit exponentiel.
En combinant les deux estimateurs dans leur zones de validite´ respectives, on peut recons-
tituer le spectre de vitesse lagrangienne pre´sente´ figure 6.17. On a donc l’image d’un spectre
qui suit une variation lorentzienne aux basses fre´quences suivie d’une de´croissance plus rapide
avant de passer sous le niveau de bruit pour les fre´quences supe´rieures a` Fmax.
Quelle est donc l’origine de cette coupure observe´e entre la Lorentzienne et une de´croissance
plus rapide ? Dans le cadre d’une phe´nome´nologie classique “a` la Kolmogorov”, on peut a` partir
du diame`tre d de la particule et du taux de dissipation de´finir un temps caracte´ristique
τc Ð ε
Á 1 Ê 3d2 Ê 3 » (6.16)
Dans le cas de l’expe´rience man290501 pre´sente´e sur les figures pre´ce´dentes, on obtient τc á
1 » 3 ms. Cette estimation est du meˆme ordre de grandeur que le temps T2 º 0 » 4 ms estime´ a`
partir du coefficient d’autocorre´lation. On peut donc intuiter que cette coupure est cause´e par
le filtrage spatial ope´re´ par la bille du fait de sa taille. Cette hypothe`se est conforte´e par une
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Fig. 6.16 – Spectre lagrangien estime´ a` partir de la fonction d’autocorre´lation. En pointille´s, on
a trace´ la transforme´e de Fourier du fit exponentiel, u2rmsTL À*½ 1 Ã½ TLω ¿ 2 ¿ .
expe´rience mene´e dans les meˆmes conditions mais avec des billes plus grosses. La coupure
a lieu a` plus basse fre´quence avec une bille de diame`tre 1 mm comme il est montre´ sur la
figure 6.18.
Le temps T2 estime´ avec ces billes est de l’ordre de 1.1 ms a` comparer avec 0.4 ms estime´
pour les billes de 250 µm. On voit donc que l’augmentation de la taille de la bille d’un fac-
teur 4 induit une augmentation de T2 d’un facteur 2.4 tandis que l’expression dimensionnelle
pre´dit une augmentation de 42 Ê 3 soit 2.5. Il semble donc que cette approximation dimensionnelle
donne un comportement raisonnable qu’il faudrait explorer davantage pour plus de certitude.
On peut donc interpre´ter le spectre mesure´ de la fac¸on suivante : a` basse fre´quence, on me-
sure le spectre de vitesse lagrangienne qui a une forme lorentzienne, c’est-a`-dire un plateau aux
fre´quences les plus basses puis une de´croissance en 1 À f 2 comme pre´dit par un argument dimen-
sionnel “a` la Kolmogorov”. Ensuite pour des fre´quences plus e´leve´es, la sphe`re de polystyre`ne
ne se comporte plus comme un traceur lagrangien (elle n’est pas sensibles aux structures spa-
tiales plus petites que sa taille) et donc le spectre est filtre´ et on observe une de´croissance plus
rapide en 1 À f 4 si on croıˆt l’ajustement par une diffe´rence entre deux exponentielles. Finalement,
le spectre tombe sous le niveau de bruit pour des fre´quences supe´rieures a` Fmax et on retrouve
l’allure du spectre obtenu dans les signaux synthe´tiques duˆ a` l’algorithme de de´modulation.
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Fig. 6.17 – Spectre lagrangien reconstitue´. En pointille´s, on a trace´ la transforme´e de Fourier de
l’ajustement par deux exponentielles.
6.4 Discussion sur la fonction de structure d’ordre 2
La fonction de structure d’ordre 2 joue un roˆle particulie`rement important dans l’e´tude la-
grangienne de la turbulence. La pre´diction dimensionnelle de type K41 pre´dit
DL2 ½ τ ¿ º COετ Å (6.17)
ce qui impose un spectre en 1 À f 2 dans le re´gime inertiel comme nos mesures l’ont mis en
e´vidence. La the´orie suppose que la valeur du coefficient C0 est universelle et constitue donc
un renseignement pre´cieux. Son importance est particulie`rement visible lorsque l’on s’attelle a`
mode´liser la turbulence par une e´quation de Langevin. Ce coefficient intervient dans la de´fini-
tion de TL et dans la fonction de structure d’ordre 2. Les mode`les stochastiques pre´disent TL º
2u2rms À*½ C0ε ¿ et la de´finition de C0 est donne´e par l’e´quation 6.17 ci-dessus. On a trace´ sur la
figure 6.19 la fonction de structure DL2 divise´e par ετ pour l’expe´rience man290501. On a trace´
en trait plein les mesures de DL2 pour des billes de 1 mm et 250 µm. Le maximum atteint pour ces
billes est 2.6 et 2.9 respectivement. On voit que la valeur du maximum est fonction de´croissante
de la taille de la bille. On a trace´ e´galement la pre´diction du mode`le de Sawford [77]. Celui-ci
pre´dit que la coupure a` petite e´chelle due a` la valeur finie du nombre de Reynolds a lieu pour
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Fig. 6.18 – Spectre lagrangien a` haute fre´quence pour deux tailles de billes diffe´rentes. En
pointille´s bille de diame`tre 250 µm, en trait plein bille de diame`tre 1 mm.
une valeur de T2 ayant l’expression suivante :
T2 º
C0
2a0
τη (6.18)
En supposant que a0 vaut de l’ordre de 6 comme propose´ par La Porta et al.[69] et C0 º 3 » 4
on obtient T2 º 0 » 3τη soit T2 º 0 » 06 ms. On obtient ainsi 3.2 comme valeur du maximum de
DL2 À ετ. Finalement, on a trace´ en pointille´s le cas ou` T2 º 0 c’est a` dire une forme exponentielle
pour la fonction de structure d’ordre 2,
DL2 º 2σ2 ½ 1 Ç exp ½ªÇ t À TL ¿4¿» (6.19)
Dans ce cas, on observe un plateau quand τ tend vers 0. La valeur obtenue est donc 2σ2 À εTL º
3 » 4. On n’observe pas de plateau pour les autres courbes pour lesquelles il existe une petite
e´chelle. Dans tous ces cas, on observe une courbe en cloche.
Par ailleurs, la valeur de C0 e´volue avec le nombre de Reynolds (voir table 6.2). On mesure
une augmentation de C0 avec Rλ. Un argument dimensionnel donne la pre´diction suivante :
DL2 º C0 ½ Re ¿ ετ quand Re â ∞ (6.20)
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Fig. 6.19 – Fonction de structure d’ordre 2 de la vitesse adimensionne´e par ετ pour Rλ º 740.
De bas en haut : ã bille de 1 mm (man310701), ä bille de 250 µm (man290501), å mode`le de
Sawford [77] (pour a0 º 6 et C0 º 3 » 4). La courbe du haut ( æ ) correspond a` DL2 ½ τ ¿ º 2σ2 ½ 1 Ç
exp ½ªÇ t À TL ¿4¿
Rλ C0 C∞0
315 0.97 1.05
740 2.9 3.4
1100 4.0 4.7
Tab. 6.2 – ´Evolution de C0 avec le nombre de Reynolds. On nomme C0 le maximum de DL2 À ετ
et C∞0 º 2σ2 À εTL.
L’hypothe`se de type K41 suppose que C0 ½ Re ¿7â constante ; dans ce cas, la limite serait donc
supe´rieure a` 5. On peut aussi conside´rer le cas C0 ½ Re ¿ Ð Reα, auquel cas C0 n’aurait pas de
limite finie dans la limite de nombre de Reynolds infini.
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Chapitre 7
Acce´le´ration de la bille
On s’inte´resse dans cette section a` l’acce´le´ration de la bille. On notera que l’on parle de
l’acce´le´ration de la bille et non pas de l’acce´le´ration des particules de fluide. En effet, on a
vu que l’on pouvait conside´rer que la particule est lagrangienne tant qu’on ne s’inte´resse qu’a`
des temps supe´rieurs a` 5τη typiquement. Le spectre de vitesse de´croissant rapidement, on peut
conside´rer que l’on a capte´ l’essentiel de l’e´nergie de la vitesse des particules de fluide. En ce
qui concerne l’acce´le´ration, il en est autrement. Comme le spectre de vitesse de´croıˆt comme
1 À f 2 dans le re´gime inertiel, celui de l’acce´le´ration va donc eˆtre plat dans ce re´gime. Par
conse´quent, si on suppose que le re´gime inertiel s’e´tend par exemple jusqu’a` τη c’est-a`-dire
pour des fre´quences 5 fois supe´rieures a` la fre´quence de coupure de la bille, alors on a en
fait re´cupe´re´ au mieux 20% de l’e´nergie de l’acce´le´ration des particules de fluide. On ne peut
donc pas conside´rer que l’acce´le´ration mesure´e est celle des particules de fluide. Ne´anmoins le
proble`me d’une particule solide dont la taille se trouve dans le re´gime inertiel, est e´galement
inte´ressant.
L’acce´le´ration est estime´e au moyen d’un incre´ment dont l’e´cart temporel (petit) est infe´-
rieur a` la coupure due a` la taille de la bille.
7.1 PDF de l’acce´le´ration de la particule
La figure 7.1 repre´sente la PDF de l’acce´le´ration de la bille de polystyre`ne pour l’expe´rience
man290501. On note que les acce´le´rations mesure´es sont extreˆmement e´leve´es allant jusqu’a`
des valeurs de l’ordre de 4500 m/s2 soit 450 fois l’acce´le´ration de la pesanteur. On notera
que les valeurs mesure´es par La Porta et al.[69] (par une technique optique) sont encore plus
e´leve´es (jusqu’a` 1200g) car les billes utilise´es sont nettement plus petites et donc les auteurs
mesurent effectivement l’acce´le´ration lagrangienne. La particule subit donc des acce´le´rations
tre`s violentes. Dans un formalisme “a` la K41”, on peut estimer un ordre de grandeur d’une
acce´le´ration caracte´ristique a` l’e´chelle l par
al á
u2l
l Ð ε
2 Ê 3l Á 1 Ê 3 » (7.1)
Pour l’expe´rience man290501 conside´re´e, pour l
º
η, on obtient al de l’ordre de 300 m/s2.
Ceci est donc de l’ordre de grandeur de la variance de l’acce´le´ration. Mais cet argument ne
pre´dit pas les fortes acce´le´rations observe´es dans les ailes des PDFs. Par ailleurs, on observe
qu’une bonne partie des instants ou` l’acce´le´ration est tre`s e´leve´e est associe´e a` des oscillations
de la vitesse de la particule (figure 7.2). Ces oscillations peuvent eˆtre lie´es a` une rotation de la
particule autour d’un axe comme dans le cas ou` elle serait pie´ge´e dans un vortex. On peut faire
le lien avec des structures filamentaires observe´es dans de tels e´coulements [22, 23] dont les
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Fig. 7.1 – PDF d’une composante de l’acce´le´ration des particules solides pour l’expe´rience
man220501.
tailles peuvent eˆtre de l’ordre de la longueur de Taylor λ avec des vitesses caracte´ristiques de
l’ordre de σ. Cela conduit a` des valeurs d’acce´le´ration de l’ordre de σ2 À λ qui valent environ
1100 m/s2. La pre´sence de telles structures permet donc effectivement d’observer de tre`s fortes
acce´le´rations. La figure 7.2 montre trois exemples d’e´ve´nements associe´s a` des acce´le´rations
importantes. Pour le premier, l’acce´le´ration maximale est obtenue alors que la vitesse oscille.
La pe´riode typique d’oscillation est de l’ordre de 2 ms soit une fre´quence de 500 Hz. On notera
que cette fre´quence est situe´e apre`s la coupure par la taille de la bille, ce qui signifie que l’on
pourrait obtenir des acce´le´rations encore supe´rieures si la bille suivait parfaitement le fluide.
Par ailleurs, les amplitudes spatiales typiques du mouvement de la bille (apre`s soustraction
de la vitesse moyenne) sont de l’ordre de 0.25 mm c’est a` dire infe´rieures a` λ (et e´gales au
diame`tre de la bille). On peut donc tout a` fait interpre´ter cet e´ve´nement comme le pie´geage de
la particule par un filament de vorticite´ de taille infe´rieure a` λ advecte´ par les grandes e´chelles
de l’e´coulement. Le second type d’e´ve´nements observe´s se pre´sente sous la forme d’un pic du
signal de vitesse. L’ensemble du pic se de´roule e´galement pendant un temps tre`s court de l’ordre
de 2 ms. L’interpre´tation de ce genre d’e´ve´nement n’est pas aussi claire que pour le pre´ce´dent.
Peut-eˆtre s’agit-il e´galement d’un vortex autour duquel la bille ne ferait qu’un seul tour. Le
troisie`me e´ve´nement pre´sente´ a plutoˆt l’allure d’une marche dans le signal de vitesse. Celle-ci
effectue un saut tre`s brutal (ici de 2 m/s) pendant un temps extreˆmement bref de l’ordre de la
milliseconde. L’interpre´tation n’est pas non plus imme´diate mais on peut imaginer le cas de la
traverse´e d’une couche de cisaillement tre`s intense. La particule passerait brutalement d’un coˆte´
a` l’autre.
La forme de la PDF avec des ailes tre`s larges est tre`s voisine des PDFs de gradients de
pression observe´es dans les simulations nume´riques de Vedula & Yeung [90] ainsi que dans les
mesures d’acce´le´ration de La Porta et al.[69]. Cependant les ailes ne sont pas aussi de´veloppe´es :
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Fig. 7.2 – Trois types d’e´ve´nements pre´sentant des acce´le´rations supe´rieures a` 3000 m/s2 ex-
traits de la se´rie de mesure man290501. On a trace´ l’acce´le´ration en haut, la vitesse, au milieu
et la position inte´gre´e en bas. Pour calculer cette dernie`re, on a soustrait la vitesse moyenne au
moment de l’e´ve´nement.
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la flatness ne vaut que de l’ordre de 19 tandis que ces auteurs observent des valeurs allant jusqu’a`
40-60. Ceci est duˆ au fait que l’on ne mesure pas l’acce´le´ration d’une particule de fluide mais
seulement d’une particule solide de taille me´soscopique qui ne se comporte pas comme un
traceur parfait.
7.2 La corre´lation de l’acce´le´ration
7.2.1 Auto-corre´lation de l’acce´le´ration
La figure 7.3 pre´sente le coefficient d’autocorre´lation d’une composante de l’acce´le´ration
RLa ½ τ ¿ º
Ñ
a ½ t ¿ a ½ t Ç τ ¿?ÔÑ
a ½ t ¿ 2 Ô
» (7.2)
Il est estime´ en utilisant l’estimateur “non-biaise´”. Il de´croıˆt tre`s rapidement pour s’annuler en
un temps de l’ordre de 9τη. Pour des temps plus grands, RLa ½ τ ¿ devient faiblement ne´gatif et re-
joint la valeur nulle un un temps de l’ordre de TL. Dans l’hypothe`se ou` le signal est stationnaire,
on peut e´crire
σ2aR
L
a º Ç σ
2 d2RL
dτ2 Å (7.3)
ou` σa est la moyenne quadratique de la composante d’acce´le´ration de la bille. On a trace´ en
pointille´s la de´rive´e seconde du fit exponentiel de l’autocorre´lation de la vitesse normalise´ par
σ2a À σ
2
. On voit que le lent retour vers ze´ro est exponentiel et est cohe´rent avec la forme de RL
mesure´e.
On a trace´ dans la figure 7.4 le coefficient d’autocorre´lation de la valeur absolue de la com-
posante d’acce´le´ration. On observe que celui-ci a un comportement en log ½ t ¿ 2 jusqu’a` s’annuler
pour un temps de l’ordre de 6 » 5TL. Ceci est un temps lie´ aux grandes e´chelles de l’e´coulement.
Il s’agit meˆme du temps caracte´ristique le plus e´leve´ de cette expe´rience.
En re´sume´, les composantes de l’acce´le´ration de la bille ont donc une corre´lation courte
lorsque l’on garde l’information du signe, mais une corre´lation tre`s longue quand on ne s’inte´-
resse qu’a` leur module. Malgre´ le fait que l’on n’a pas acce`s a` l’acce´le´ration des particules de
fluide, on voit que l’on retrouve tout de meˆme un certain nombre de caracte´ristiques de´crites
par Yeung & Pope [96]. Dans leurs simulations nume´riques, ils ont observe´ que la direction
du vecteur acce´le´ration est a` corre´lation courte base´e sur τη tandis que l’information d’ampli-
tude est corre´le´e a` long terme. On retrouve ici exactement le meˆme type de comportement sur
l’acce´le´ration de la particule solide.
7.2.2 La fin du re´gime inertiel
Dans l’expe´rience man290501, on calcule un coefficient a0 en s’inspirant de la pre´diction
K41 σ2a º a0ε3 Ê 2ν Á 1 Ê 2. La valeur obtenue est 0 » 6 pour la composante mesure´e. La Porta et
al.[69] obtiennent des valeurs proches de 6 a` des nombres de Reynolds e´quivalents. On peut en
conclure que l’on n’a capte´ que 10% de la variance de l’acce´le´ration a` cause de la coupure due
a` la bille. On a vu que le spectre de vitesse est en 1 À f 2 dans le re´gime inertiel et par conse´quent
le spectre d’acce´le´ration est constant dans ce meˆme re´gime. On peut raisonnablement penser
qu’a` haute fre´quence une coupure apparaisse dans le spectre d’acce´le´ration. Par conse´quent, si
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Fig. 7.3 – Coefficient d’autocorre´lation de l’acce´le´ration pour l’expe´rience man290501. La
courbe en pointille´s est la de´rive´e seconde du fit exponentiel de l’autocorre´lation de la vitesse
normalise´ par σ2a À σ2.
on a capte´ 10% de la variance en s’arreˆtant a` la coupure due a` la bille, on peut conclure qu’il
faut prolonger le spectre jusqu’a` des fre´quences 10 fois plus grandes pour obtenir la totalite´
du re´gime inertiel. Or la coupure correspond a` un temps de l’ordre de 2 » 2τη on s’attend donc
a` ce que le re´gime inertiel se prolonge jusqu’a` 0 » 2τη. En supposant que l’acce´le´ration suit le
spectre propose´ par Sawford pour les valeurs mesure´es de σ2 et de TL, il faut que T2 vaille 0 » 3τη
pour obtenir a0 º 6. L’acce´le´ration aurait donc un spectre plat dans toute la plage de fre´quences
1 À 2piTL â 1 À 2pi0 » 2τη.
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Fig. 7.4 – Coefficient d’autocorre´lation de la valeur absolue de la composante d’acce´le´ration.
pour l’expe´rience man290501. La courbe en pointille´s correspond a` un fit line´aire.
7.2.3 La corre´lation des composantes d’acce´le´ration
On veut maintenant comparer les deux composantes aa et ab de l’acce´le´ration de la bille. La
figure 7.5 pre´sente les PDFs des deux composantes. Les deux courbes sont tre`s voisines. Celle
de ab, en pointille´s est le´ge`rement plus large au niveau de la pointe. Cela est duˆ au rapport signal
sur bruit qui est moins bon pour la seconde composante. En effet, vb est calcule´ en effectuant la
diffe´rence des deux vitesses v1 et v2 puis en divisant par sin22 » 5 ç ce qui amplifie fortement le
bruit et donc de´grade le rapport signal/bruit. Ceci se retrouve sur la PDF d’acce´le´ration qui est
plus large au niveau de la pointe. Par contre, les ailes sont superposables. L’acce´le´ration semble
donc eˆtre moins sensible au biais ge´ome´trique.
La corre´lation des composantes d’acce´le´ration est pre´sente´e figure 7.6. On retrouve le fait
que l’autocorre´lation de´croıˆt extreˆmement rapidement. On observe e´galement comme pour
la vitesse que les composantes de l’acce´le´ration ne sont pas corre´le´es entre elles. Ceci est
e´galement visible sur la figure 7.7 qui pre´sente la PDF a` deux dimensions de ½ aa Å ab ¿ . Les
lignes isovaleurs sont approximativement des cercles, confirmant la non-corre´lation des deux
composantes.
La figure 7.8 pre´sente un extrait de signal d’acce´le´ration. On a trace´ la valeur absolue des
deux composantes. Le signal se pre´sente sous la forme d’une succession de bouffe´es qui ont
l’air de se de´velopper de fac¸on synchrone sur les deux voies. Cela sugge`re que le module des
composantes d’acce´le´ration puisse eˆtre corre´le´. Pour tester cette hypothe`se, on a calcule´ les
coefficients de corre´lation des modules des composantes Ò aa Ò et Ò ab Ò (figure 7.9). On voit que
l’intercorre´lation des deux composantes n’est pas nulle dans ce cas. Elle est du meˆme ordre de
grandeur que l’autocorre´lation pour des temps compris entre 3 » 10 Á 2TL et 2TL (pour les temps
supe´rieurs le signal tombe sous le niveau de bruit). Le module est donc corre´le´ entre compo-
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Fig. 7.5 – PDF des deux composantes d’acce´le´ration de la particule pour l’expe´rience
man290501. Trait plein aa, pointille´s ab.
santes avec une de´croissance tre`s lente et du meˆme type que l’autocorre´lation du module d’une
composante.
Pour affiner cette analyse, on a calcule´ le spectre des composantes d’acce´le´ration et de leur
module ainsi qu’un “spectre croise´” de´finit par
PSDab ½ f ¿ º
Ñ
Ò aˆa ½ f ¿ aˆb ½ f ¿4èÆÒÕÔNÅ (7.4)
ou` aˆa est la transforme´e de Fourier et è est la conjugaison complexe. Alors la cohe´rence est
simplement
C ½ f ¿
º
PSDab ½ f ¿ 2
PSDa PSDb
» (7.5)
Le re´sultat est pre´sente´ sur la figure 7.10. On voit que le spectre croise´ des composantes est
nettement plus faible que leur spectre. Par contre, lorsqu’on conside`re le module, le spectre
croise´ est du meˆme ordre de grandeur que le spectre dans la bande de fre´quence s’e´tendant
jusqu’a` 100-200 Hz (fre´quence a` laquelle la bille ne suit plus l’e´coulement). Par conse´quent, la
cohe´rence des composantes est quasi nulle tandis que celle de leur module est non nulle dans la
bande de fre´quence dans laquelle la bille suit l’e´coulement (figure 7.11).
En re´sume´ on a donc :
– les composantes de l’acce´le´ration ne sont pas corre´le´es entre elles et ont une autocorre´la-
tion a` de´croissance tre`s rapide.
– le module des composantes de l’acce´le´ration a une autocorre´lation a` de´croissance lente et
il est corre´le´ d’une composante a` l’autre dans la bande de fre´quence dans laquelle la bille
suit l’e´coulement.
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Fig. 7.6 – Autocorre´lations des deux composantes d’acce´le´ration et intercorre´lation. Trait plein :
aa, pointille´s : ab, mixte : intercorre´lation. Encart : agrandissement pour les petits temps.
Ceci n’est pas sans rappeler la suggestion de Pope [66] qui propose d’e´crire l’acce´le´ration sous
la forme
a ½ t ¿
º
a ½ t ¿ e ½ t ¿ (7.6)
ou` a ½ t ¿ est la norme de l’acce´le´ration et e ½ t ¿ est un vecteur unitaire contenant l’information de
direction de l’acce´le´ration. Il observe dans ses simulations nume´riques que la norme est corre´le´e
a` long terme avec un temps caracte´ristique de l’ordre de TL et que le vecteur e est a` corre´lation
courte de temps caracte´ristique de l’ordre de τη. On retrouve tout a` fait ce comportement dans
nos expe´riences meˆme si on ne mesure pas l’acce´le´ration lagrangienne mais l’acce´le´ration d’une
particule solide.
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Fig. 7.7 – PDF bidimensionnel des deux composantes de l’acce´le´ration.
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Fig. 7.8 – Exemple de signal des valeurs absolues des composantes d’acce´le´ration. En haut Ò aa Ò ;
en bas et renverse´ Ò ab Ò .
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Fig. 7.9 – Corre´lations des modules des composantes d’acce´le´ration. De haut en bas auto-
corre´lation de Ò aa Ò , de Ò ab Ò et intercorre´lation.
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Fig. 7.10 – Spectres des composantes d’acce´le´ration a` gauche et de leur module a` droite.
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Fig. 7.11 – Cohe´rence des composantes d’acce´le´ration et de leur module .
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Chapitre 8
L’intermittence lagrangienne
8.1 Mise en e´vidence de l’intermittence
Traditionnellement, on e´tudie l’intermittence des signaux lagrangiens en observant la de´-
formation des PDFs des incre´ments de vitesse en fonction de l’e´chelle conside´re´e. Dans le
contexte eule´rien, on observe des PDFs gaussiennes pour les grandes e´chelles spatiales et le
de´veloppement progressif d’ailes de type exponentielles e´tire´es lorsque l’on diminue l’e´chelle.
On peut quantifier ce comportement en estimant les fonctions de structures et en observant leur
comportement en fonction de l’e´chelle. Dans le formalisme K41, on s’attend a` un comportement
SEp ½ r ¿ Ð rp Ê 3 (8.1)
et l’intermittence apparaıˆt sous la forme d’une correction a` l’exposant p À 3 [27]
SEp ½ r ¿ Ð rζp » (8.2)
Les mesures de ces exposants montrent qu’ils ne de´pendent pas line´airement de p et qu’ils sont
plus faibles que la valeur K41 p À 3 (pour p é 3).
Yeung& Pope [96] ont observe´ un comportement similaire des PDFs des incre´ments tem-
porels de la vitesse lagrangienne dans un e´coulement simule´ a` faible nombre de Reynolds. On
va donc e´tudier les PDFs des incre´ments temporels de nos signaux lagrangiens ainsi que les
fonctions de structure et en extraire les exposants de structures lagrangiens dans le formalisme
de l’auto-similarite´ e´tendue (ESS) [57].
8.1.1 La de´formation des PDFs des incre´ments
On commence par e´tudier la de´formation des PDFs des incre´ments temporels de vitesse
∆τv º v ½ t Ã τ ¿GÇ v ½ t ¿ (8.3)
en fonction de l’incre´ment temporel τ. Ils sont pre´sente´s figures 8.1 et 8.2. On remarque que la
forme des fonctions densite´ de probabilite´ change fortement lorsqu’on varie τ. Au plus grand
e´cart temporel (correspondant a` 1 » 7TL) la forme est gaussienne comme le montre la superpo-
sition avec la gaussienne 1 À-ê 2piexp ½>Ç v2 À 2 ¿ pre´sente´e sur la figure 8.2. Lorsqu’on diminue la
valeur de τ, les ailes commencent a` s’e´loigner de la gaussienne pour prendre une forme exponen-
tielle puis, en diminuant davantage τ, une forme d’exponentielle e´tire´e avec une de´croissance
plus lente que l’exponentielle. On peut donc conclure que le signal de vitesse lagrangien, de
meˆme que l’eule´rien, est intermittent. De fac¸on a` quantifier la de´formation des PDFs on e´tudie
leur moyenne, variance, asyme´trie et aplatissement.
136 Chapitre 8. L’intermittence lagrangienne
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
∆
τ
 v (m/s)
lo
g1
0 
( P
DF
 )
N
.M
or
da
nt
,T
he`
se
de
do
ct
or
at
,E
N
S
Ly
on
,F
ra
nc
e
(20
01
)
Fig. 8.1 – PDFs des incre´ments temporels de vitesse lagrangienne. Du centre vers l’exte´rieur τ=
0.15, 0.31, 0.61, 1.2, 2.5, 4.9, 9.8, 20 et 39 ms
La moyenne
Dans l’hypothe`se ou` le champ de vitesse est homoge`ne, isotrope et stationnaire alors la
moyenne des incre´ments de vitesse ainsi que tous les moments impairs sont nuls. On a trace´
sur la figure 8.3 l’e´volution de la moyenne des incre´ments de vitesse pour deux configurations
expe´rimentales. La premie`re correspond a` la mesure 1D des composantes de vitesse v1 et v2.
Dans ce cas, la zone de mesure est allonge´e et fortement excentre´e. La seconde configuration est
celle de la mesure 2D pour laquelle la zone de mesure est plus petite et mieux centre´e par rapport
a` la cuve. On voit que le signe de la moyenne a change´ en passant d’une configuration a` l’autre.
Dans le cas 1D, la moyenne est positive, signifiant qu’en moyenne la bille a tendance a` accroıˆtre
sa vitesse pendant son se´jour dans la zone de mesure. Cela est cohe´rent avec l’existence de la
recirculation moyenne. En effet, la zone de mesure 1D est excentre´e et donc dans la majeure
partie de la zone de mesure, la recirculation concentre les lignes de courant vers l’axe de la cuve.
On a donc un gradient spatial en moyenne plutoˆt positif dans la zone de mesure qui correspond
effectivement a` une valeur moyenne positive des incre´ments de vitesse. Le changement de signe
pour la zone de mesure 2D est moins aise´ a` interpre´ter. On note donc que la moyenne est
repre´sentative de la non-homoge´ne´ite´ de l’e´coulement moyen qui, du fait de la localisation de
la zone de mesure, cre´e une le´ge`re instationnarite´ de la vitesse lagrangienne mesure´e.
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Fig. 8.2 – PDFs normalise´s des incre´ments temporels de vitesse lagrangienne. En haut et en
pointille´s, l’ajustement de la PDF d’acce´le´ration propose´ par La Porta et al.[69]. En dessous les
PDFs des incre´ments de vitesse. Pour la clarte´ de l’image, les courbes ont e´te´ de´cale´es. De haut
en bas : τ= 0.15, 0.31, 0.61, 1.2, 2.5, 4.9, 9.8, 20 et 39 ms. En bas, on a superpose´ en pointille´s
une gaussienne sur la courbe correspondant au plus grand e´cart temporel
La variance
Pour quantifier l’e´volution de la largeur des PDFs, on s’inte´resse a` la variance des incre´-
ments de vitesse (figure 8.4) :
Ñ
½ ∆τv ¿ 2 ÔGÇ
Ñ
∆τv Ô 2 » (8.4)
On a vu dans le chapitre pre´ce´dent que la moyenne valait au plus 10% de la vitesse quadratique
moyenne et donc la variance ne diffe`re qu’au maximum d’un pour cent de la fonction de struc-
ture d’ordre 2 que l’on a e´tudie´ dans le chapitre 6. On a vu que la fonction de structure est assez
bien approxime´e par une e´volution exponentielle vers la limite 2σ2. On voit par ailleurs que les
courbes correspondant aux diffe´rentes configurations ne diffe`rent gue`re les unes des autres.
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Fig. 8.3 – ´Evolution de la moyenne des incre´ments lagrangiens de vitesse (adimensionne´ par
la vitesse quadratique moyenne) avec l’e´chelle τ pour l’expe´rience man290501. On a trace´ les
incre´ments de v1 ( æ ) et v2 ( ã ) pour la mesure 1D et les incre´ments de ces meˆmes composantes
dans le cas 2D (resp. ä et å ).
La syme´trie
L’asyme´trie e´ventuelle de la forme des PDFs, peut eˆtre mise en e´vidence par la skewness
qui vaut par de´finition :
S ½ τ ¿
º
Ñ
½ ∆τv Ç
Ñ
∆τv Ô4¿ 3 ÔÑ
½ ∆τv Ç
Ñ
∆τv Ô4¿ 2 Ô 3 Ê 2
» (8.5)
L’e´volution de la skewness est pre´sente´e figure 8.5 dans les deux configurations expe´rimen-
tales. Dans tous les cas, la skewnes est ne´gative. D’apre`s les fluctuations et l’e´cart entre les
composantes v1 et v2, on peut estimer les barres d’erreurs de l’ordre de ë 0 » 03 au moins. On voit
que dans la configuration 2D, la skewness vaut la moitie´ de celle estime´e dans la configuration
1D. On peut en conclure que l’on mesure donc l’inhomoge´ne´ite´ du champ de vitesse davantage
qu’une asyme´trie fondamentale des PDFs des incre´ments de vitesse. On notera que dans la
configuration 2D, la zone de mesure est restreinte et moins excentre´e que dans le cas 1D et
que la skewness est plus faible de l’ordre de -0.06. Cette valeur, compte tenu de la variance
d’estimation n’est gue`re e´loigne´e de la pre´diction K41 (skewness nulle). On observe donc que
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Fig. 8.4 – ´Evolution de la variance des incre´ments lagrangiens de vitesse avec l’e´chelle τ pour
l’expe´rience man290501. On a trace´ les incre´ments de v1 ( æ ) et v2 ( ã ) pour la mesure 1D et les
incre´ments de ces meˆmes composantes dans le cas 2D (resp. ä et å ).
les moments d’ordre impairs sont effectivement tre`s faibles et que leur valeur non nulle refle`te
surtout la non-homoge´ne´ite´ de l’e´coulement et par conse´quent la non-stationnarite´ de la vitesse
lagrangienne. Ces effets sont tre`s faibles et on peut conside´rer qu’ils n’alte`rent que tre`s peu le
comportement des moments pairs.
L’aplatissement
On a vu pre´ce´demment que l’on pouvait conside´rer que les PDFs des incre´ments de vi-
tesse sont centre´s et syme´triques. Une premie`re manie`re de re´ellement quantifier l’intermittence
du signal lagrangien – c’est-a`-dire le changement de forme avec l’e´chelle– consiste a` e´tudier
l’e´volution de la flatness en fonction de l’e´chelle de temps :
Ñ
½ ∆τv Ç
Ñ
∆τv Ô4¿ 4 ÔÑ
½ ∆τv Ç
Ñ
∆τv Ô4¿ 2 Ô 2
Å (8.6)
comme pre´sente´ figure 8.6. A grande e´chelle, la flatness vaut 3 comme pour une gaussienne et
elle croıˆt fortement jusqu’a` 19 a` la plus petite e´chelle. On notera que pour des temps infe´rieurs
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Fig. 8.5 – ´Evolution de la skewness des incre´ments lagrangiens de vitesse avec l’e´chelle τ pour
l’expe´rience man290501. On a trace´ les incre´ments de v1 ( æ ) et v2 ( ã ) pour la mesure 1D et les
incre´ments de ces meˆmes composantes dans le cas 2D (resp. ä et å ).
a` 5τη, la bille filtre fortement le signal lagrangien car elle n’est plus capable de suivre les
variations du champ de vitesse. On peut donc penser que cela limite fortement la croissance
des ailes des PDFs des incre´ments de vitesse et donc ralentit la croissance de la flatness lorsque
τ devient comparable a` τη. De ce fait, on n’atteint pas les valeurs proches de 50 mesure´es par
La Porta et al. [69]. Cependant en prolongeant la variation de la flatness observe´e pour les temps
supe´rieurs a` 5τη, aux temps plus petits on peut tout a` fait imaginer d’avoir des valeurs du meˆme
ordre de grandeur a` condition que la croissance se poursuive jusqu’a` τη au moins. On notera que
les valeurs de la flatness observe´es sont nettement plus e´leve´es que celles rapporte´es dans les
mesures eule´riennes. Par exemple, Kahalerras et al. donnent des valeurs maximales de l’ordre
de 11 [38]. Dans ce sens, on peut affirmer que l’intermittence de la vitesse lagrangienne est plus
prononce´e que celle de l’eule´rienne.
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Fig. 8.6 – Flatness en fonction de l’incre´ment temporel τ normalise´ par le temps de Kolmogorov
τη. Dans l’e´cart meˆme courbe en fonction de τ À TL. Il s’agit de la composante de vitesse v1 dans
la configuration 1D de l’expe´rience man290501.
8.1.2 Fonctions de structure
Les pre´dictions 41
Dans le meˆme esprit que dans le formalisme eule´rien, on e´tudie dans ce paragraphe les
fonctions de structure de la vitesse lagrangienne
Dp ½ τ ¿ º
Ñ
½"Ò∆τv Òµ¿ p ÔX» (8.7)
On note que dans notre cas, la pre´sence des valeurs absolues est justifie´e par le fait que les
moments d’ordre impair sont nuls (et non pas comme dans le cas eule´rien par l’asyme´trie des
PDFs eule´riens). On rappelle qu’un raisonnement “a` la K41”, qui dans le cas lagrangien est
uniquement dimensionnel, pre´dit un comportement
Dp ½ τ ¿ Ð ½ ετ ¿ p Ê 2 » (8.8)
Les fonctions de structure sont pre´sente´es figure 8.7 pour des valeurs de p entre 1 et 5. La fonc-
tion de structure d’ordre 2 a de´ja` e´te´ e´tudie´e en de´tail. On a montre´ qu’elle est proportionnelle
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Fig. 8.7 – Fonctions de structure en fonction de l’incre´ment de temps pour l’expe´rience
man290501. De haut en bas p
º
1, 2, 3, 4, 5. Les courbes ont e´te´ de´cale´es pour ame´liorer la
clarte´ de l’image (respectivement d’un facteur 3, 1, 1/4, 1/20 et 1/100, la fonction de structure
d’ordre 2 e´tant donc inchange´e).
a` 1 Ç exp ½>Ç τ À TL ¿ pour des temps plus grands que 5τη. Par conse´quent, si cette forme est tou-
jours valide dans la limite Rλ â ∞ on a bien aux petits temps DL2 ½ τ ¿ ∝ ετ. Ne´anmoins on voit
qu’a` nombre de Reynolds fini, du fait de la re´gularisation a` petite e´chelle, on n’observe pas
de comportement line´aire de la fonction de structure d’ordre 2. On n’observe pas non plus de
comportement en loi de puissance e´vident pour les autres fonctions de structure.
Autosimilarite´ e´tendue
Dans le contexte eule´rien, la recherche de lois de puissances pour les fonctions de structure
est fondamentalement base´e sur l’e´quation de Karman-Howarth-Monin qui pre´dit un compor-
tement line´aire de la fonction de structure d’ordre 3. Il n’existe pas de loi e´quivalente dans le
formalisme lagrangien. De plus, la mesure de la fonction de structure d’ordre 2 conduit a` une
forme exponentielle. Dans ces conditions, un comportement DL2 ∝ τ ne sera valide que dans
la limite τ â 0. Du fait de la re´gularisation a` petite e´chelle, on n’observera un re´gime iner-
tiel que dans la limite des nombres de Reynolds infinis. De fac¸on a` e´tendre le domaine dans
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Fig. 8.8 – Fonctions de structure en fonction de la fonction de structure d’ordre 2 pour
l’expe´rience man290501. De haut en bas p
º
1, 3, 4, 5. Les valeurs correspondantes des ex-
posants sont ξL1 º 0 » 56 ë 0 » 01, ξL3 º 1 » 34 ë 0 » 02, ξL4 º 1 » 56 ë 0 » 06, ξL5 º 1 » 8 ë 0 » 1. En trait
pointille´, on a trace´ l’asymptote DL ξp2 . En trait mixte, on a trace´ le comportement trivial attendu
pour les petites valeurs de DL2 , c’est-a`-dire D
L p Ê 2
2 .
lequel les lois de puissance sont observables, il est favorable de se placer dans le formalisme
d’auto-similarite´ e´tendue (ESS) de´veloppe´ dans les anne´es 90 par Benzi et al. [10, 9, 8]. Dans
cet esprit, plutoˆt que de rechercher une de´pendance des fonctions de structures en loi de puis-
sance de la variable τ, on cherche une de´pendance des fonctions de structures entre elles, ou
plus exactement sous la forme
DLp ½ τ ¿ ∝ D
L
2 ½ τ ¿
ξLp
» (8.9)
On a donc trace´ en e´chelles logarithmiques les fonctions de structures en fonction de DL2 dans la
figure 8.8 On observe un comportement en loi de puissance tre`s net pour toutes les fonctions de
structures pre´sente´es excepte´ aux temps tre`s courts pour lesquels on obtient des comportements
re´guliers. On note que comme observe´ dans le cas eule´rien, le comportement en loi de puissance
s’e´tend sur une large plage d’e´chelle, dans notre cas sur toute la gamme accessible sauf les
tre`s petites e´chelles (τ À TL Þ 3 » 510 Á 2 soit τ À τη Þ 4). Les exposants mesure´s de cette fac¸on
valent ξL1 º 0 » 56 ë 0 » 01, ξL2 º 1 (par convention), ξL3 º 1 » 34 ë 0 » 02, ξL4 º 1 » 56 ë 0 » 06, ξL5 º
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Fig. 8.9 – En haut : exposants de structure ξp lagrangiens (+) et eule´riens (*) normalise´s pour
avoir ξ3 º 1 compare´s a` la pre´diction K41 ξp º p À 3 (o). En bas : exposants de structure ξp
lagrangiens compare´s avec un ajustement polynomial de la forme donne´e par l’e´quation 8.10
avec λ
º
0 » 113. Les barres d’erreur sont estime´es par les fluctuations de la pente locale.
1 » 8 ë 0 » 1 (voir table 8.1). Pour comparer avec les exposants mesure´s sur les signaux eule´riens,
il faut normaliser par rapport a` l’exposant d’ordre 3. On obtient alors ξL1 À ξL3 º 0 » 42, ξL2 À ξL3 º
0 » 75, ξL4 À ξL3 º 1 » 19, ξL1 À ξL3 º 1 » 3. Les exposants correspondants mesure´s a` partir des signaux
eule´riens donnent ξE1 º 0 » 37, ξE2 º 0 » 70, ξE4 º 1 » 28, ξE5 º 1 » 54 [8]. Les deux se´ries sont trace´es
sur la figure 8.9. La courbure des exposants lagrangiens est nettement plus forte que celle des
exposants eule´riens. Si on tente de de´crire l’e´volution des exposants sous la forme
ξLp º ½ p Ç p ½ p Ç 2 ¿ λ2 ¿4À 2 (8.10)
on obtient une valeur de l’exposant d’intermittence λ2
º
0 » 113 (figure 8.9). Les valeurs compa-
tibles avec les barres d’erreur se situent entre λ
º
0 » 102 et λ
º
0 » 120.
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man030401 man020801 man290501 man220501 man310701
Rλ 155 ? 310 740 1100 740
diam. (µm) 250 250 250 250 1000
pales non oui oui oui oui
ξ1 0.57 0.56 0.56 0.56 0.56 ë 0 » 01
ξ3 1.33 1.32 1.33 1.34 1.33 ë 0 » 02
ξ4 1.57 1.54 1.56 1.58 1.57 ë 0 » 06
ξ5 1.75 1.68 1.73 1.76 1.74 ë 0 » 1
ξ6 1.9 1.8 1.8 1.9 ë 0 » 2
Tab. 8.1 – Valeurs des exposants ξp pour les diffe´rentes expe´riences. (Les valeurs de ξ6 sont
indicatives car le nombre d’e´chantillons disponibles n’est pas suffisant pour une estimation
raisonnable de cet exposant.) Les incertitudes sont estime´es en mesurant les variations de la
pente locale.
Le passage de l’eule´rien au lagrangien
De nombreux mode`les de turbulence sont base´s sur une analyse multifractale de la dissipa-
tion en rapport avec la the´orie de Kolmogorov-Obukhov 62. Cela conduit a` un comportement
en loi de puissance des moments de εr, dissipation moyenne´e sur une boule de rayon r :
Ñ
εqr Ô Ð ε
q ì r
L í
µEq (8.11)
ou` µEq est une fonction de q de´pendant du mode`le choisi. Borgas [11] propose une me´thode
pour exprimer les exposants de structure lagrangiens a` partir des exposants eule´riens. Il analyse
la structure multifractale du champ de dissipation a` la frontie`re entre le re´gime inertiel et le
re´gime dissipatif. Dans chaque domaine, on peut de´crire la structure du champ de dissipation et
exprimer le raccordement des deux re´gimes. En notant que la limite de
Ñ
εqr Ô quand r passe sous
la longueur de Kolmogorov vaut
Ñ
ε ½ x ¿ q Ô (moyenne effectue´e sur l’espace), on obtient que les
moments de la dissipation doivent s’exprimer sous la forme
Ñ
ε ½ x ¿ q Ô
Ð
εqRe Á 3 î q Á qˆ ï (8.12)
ou` qˆ est une fonction de q qui doit ve´rifier
4 ½ q Ç qˆ ¿
º
µEqˆ » (8.13)
On peut effectuer un raisonnement tout a` fait similaire dans un formalisme lagrangien. On
de´finit ετ comme la moyenne de la dissipation sur un intervalle temporel τ le long de la trajec-
toire d’une particule. Le signal est e´galement multifractal et ve´rifie
Ñ
εqτ Ô Ð ε
q
ß
τ
TL à
µLq
» (8.14)
On obtient alors que les moments de la dissipation (moyenne temporelle cette fois) s’expriment :
Ñ
ε ½ t ¿ q Ô
Ð
εqRe Á 3 î q Á q˜ ï (8.15)
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ou` q˜ est une fonction de q qui doit ve´rifier
2 ½ q Ç q˜ ¿
º
µLq˜ » (8.16)
On invoque alors une hypothe`se ergodique pour signifier que les moments de la dissipation
sont identiques que l’on ope`re une moyenne spatiale ou une moyenne temporelle. Cela impose
donc que
½ q Ç q˜ ¿
º
3 ½ q Ç qˆ ¿¾» (8.17)
Si on suppose connu (par un mode`le) l’expression de µEq alors on de´duit de l’e´quation 8.13 la
valeur de qˆ, puis de l’e´quation 8.17 celle de q ½ q˜ ¿ , ce qui permet d’acce´der a` µLq˜ .
Les exposants de εr et ετ sont relie´s a` ceux des fonctions de structures de la vitesse via
l’hypothe`se de Kolmogorov-Obukhov 62. On a ainsi
ζEq º 13q Ã µ
E
q Ê 3 (8.18)
ζLq º 12q Ã µ
L
q Ê 2 (8.19)
Si l’on suppose que les exposants eule´riens sont biens de´crits par un mode`le log-normal
alors on a
µEq º
µ
2
½ q Ç q2 ¿XÅ (8.20)
ou` µ
º
0 » 22 est une valeur raisonnable correspondant aux exposants mesure´s habituellement.
Dans ces conditions, on obtient
µLq º
6
µ
ß
µ
4
Ç 1 Ãñð ½ 1 Ç µ
4
¿
2
Ã µq
à
Ç 3q (8.21)
ce qui conduit a`
ζLq º 6µ
ß
µ
4
Ç 1 Ã ð ½ 1 Ç
µ
4
¿
2
Ã
µq
2 à
Ç q » (8.22)
On notera que dans le cadre du mode`le lognormal de la dissipation, le signal de vitesse eule´-
rienne a e´galement une structure log-normale, il n’en n’est pas de meˆme en ce qui concerne le
signal lagrangien car les exposants ne varient plus en fonction de q comme un polynoˆme du
second ordre. Avec cette expression de ζLq , on obtient ainsi les valeurs des exposants fournies
dans la table 8.2.
On voit que le mode`le log-normal estime´ a` partir des exposants eule´riens donne des ex-
posants, certes plus intermittents que les exposants eule´riens mais qui le sont moins que les
exposants mesure´s. On peut jouer sur le parame`tre µ de fac¸on a` ajuster les valeurs des exposants
lagrangiens mesure´s avec ceux du mode`le log-normal. On y parvient assez bien a` condition de
prendre µ
º
0 » 37 qui est une valeur tre`s diffe´rente de la valeur eule´rienne. Il semble donc que le
passage propose´ par Borgas entre eule´rien et lagrangien pose proble`me. Quelle hypothe`se peut
ne pas eˆtre valide ? La re´ponse est e´videmment de´licate. On peut incriminer tout d’abord l’iden-
tification ξLp º ζLp. Cependant l’identification est ge´ne´ralement accepte´e en eule´rien. Le manque
de mesures lagrangiennes a` tre`s haut Rλ ne permet pas d’estimer re´ellement les exposants ζL.
En ce qui concerne le raisonnement de Borgas, l’auteur souligne une possible faiblesse dans
l’hypothe`se qui consiste a` estimer que la structure multifractale du re´gime inertiel se prolonge
jusqu’a` des e´chelles de l’ordre de η. Par ailleurs, on notera que la dissipation est une grandeur
de´finie de manie`re fondamentalement eule´rienne par les gradients spatiaux du champ de vitesse.
Cette variable n’est peut-eˆtre pas la variable naturelle a` observer dans le formalisme lagrangien.
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lognormal mesure lognormal
µ
º
0 » 22 µ
º
0 » 37
ζL1 0.54 0.56 0.57ζL2 1 1 1ζL3 1.39 1.33 1.33ζL4 1.71 1.57 1.57ζL5 1.98 1.73 1.74ζL6 2.20 1.8 1.85
Tab. 8.2 – Valeurs des exposants ζLp estime´es pour le mode`le multifractal lognormal “usuel”
avec µ
º
0 » 22, pour nos mesures (en identifiant ξLp a` ζLp) ainsi que pour le mode`le multifractal
lognormal avec µ
º
0 » 37.
8.1.3 Les cumulants
Pourquoi les cumulants du logarithme des incre´ments ?
Les quantite´s classiquement e´tudie´es lors d’une mode´lisation dans un cadre multifractal sont
les cumulants du logarithme des incre´ments de vitesse. En effet, on peut e´crire les fonctions de
structure sous la forme
Ñ
Ò∆τv Ò p Ô º
Ñ
exp ½ p ln Ò∆τv ÒÕ¿?Ô (8.23)
et les interpre´ter comme la fonction ge´ne´ratrice de la variable ale´atoire ln Ò∆τv Ò . Il est donc
e´quivalent d’e´tudier les cumulants du logarithme des incre´ments de vitesse que d’e´tudier les
fonctions de structure.
Si on suppose que le formalisme de l’ESS est valide alors on peut e´crire
Ñ
Ò∆τv Ò p Ô º KpDL2 ½ τ ¿ ξp Å (8.24)
ou` Kp est une constante et on a
Ñ
Ò∆τv Ò p Ô º exp
Í
ξp lnDL2 ½ τ ¿ Î Ã lnKp ¿N» (8.25)
Si on e´crit un de´veloppement de ξp en se´rie de puissance
ξp º
∞
∑
n Â 1
qk
pk
k! Å (8.26)
alors les cumulants s’e´crivent
Ck ½ τ ¿ º qk lnDL2 ½ τ ¿,Ã constante » (8.27)
Cela signifie donc que tous les cumulants sont une fonction affine de lnDL2 et fonction affine
l’un de l’autre. Dans le cadre d’un mode`le multifractal lognormal (pour la vitesse lagrangienne
et non pour la dissipation1), on doit avoir Ck ½ τ ¿ constant pour k é 2.
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Fig. 8.10 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments de vitesse pour
l’expe´rience man290501. De haut en bas, C1, C2 et C3.
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Re´sultats expe´rimentaux
L’allure des cumulants est pre´sente´es sur la figure 8.10 pour k
º
1 Å 2 Å 3. Il est e´vident au vu
des figures que la qualite´ de l’estimation se de´grade lorsque k augmente et que le nombre de
points est insuffisant pour estimer correctement C3 (surtout pour les grandes valeurs de t À Tl). Si
les fonctions de structure avaient un comportement en loi de puissance, les cumulants devraient
avoir un comportement line´aire dans cette repre´sentation semilogarithmique. Ce n’est objecti-
vement pas le cas. Le cumulant C3 varie peu avec τ sauf pour les petites valeurs de τ, a` cause de
la coupure due a` la bille. Ne´anmoins il semble varier le´ge`rement, tendant a` infirmer l’hypothe`se
d’un mode`le log-normal.
Pour ve´rifier l’hypothe`se d’ESS, on a trace´ sur la figure 8.11 les cumulants en fonction
de lnDL2 . On voit que les cumulants C1 et C2 se comportent effectivement de fac¸on affine en
fonction de lnDL2 . On a trace´ en tirets les droites obtenues par ajustement line´aire. Les pentes
sont respectivement 0.620 et -0.122. Dans l’hypothe`se d’un mode`le log-normal, les exposants
s’e´crivent
ξp º ½ p Ç p ½ p Ç 2 ¿ λ2 ¿4À 2 Å (8.28)
ce qui conduit a` l’expression suivante des cumulants
C1 ½ τ ¿ º ½ 1 À 2 Ã λ2 ¿ lnτ Ã constante (8.29)
C2 ½ τ ¿ º Ç λ2 lnτ Ã constante (8.30)
Ck ½ τ ¿ º constante pour k é 2 » (8.31)
Dans ces hypothe`ses, les valeurs des pentes obtenues conduisent a` λ2
º
0 » 12, valeur qui n’est
pas si e´loigne´e de la valeur estime´e par les exposants ξp qui est 0.113 et qui est compatible avec
les barres d’erreur (meˆme si elle se situe plutoˆt en limite des valeurs acceptables). En ce qui
concerne C3, la qualite´ de l’estimation n’est pas suffisante pour tirer des conclusions de´finitives.
On observe un le´ge`re tendance de´croissante comme sugge´re´ par la droite en pointille´s mais les
fluctuations de l’estimation sont tre`s importantes. On remarquera que le domaine, dans lequel
le comportement affine est valide (pour C1 et C2) s’e´tend des plus petites e´chelles accessibles
du domaine inertiel jusqu’aux grandes e´chelles de l’e´coulement ainsi qu’il est courant dans le
cadre de l’ESS. Aux plus petites e´chelles, la re´gularisation due a` la taille de la bille interrompt
ce comportement. Les cumulants s’e´cartent de la droite pour des valeurs de τ infe´rieures a`
0.1TL. Cette limite semble eˆtre plus e´leve´e que celle releve´e pour les fonctions de structure. Les
cumulants sont donc plus sensibles a` la coupure de la bille.
On a e´galement trace´ C2 en fonction de C1 sur la figure 8.12. On retrouve clairement le
re´gime affine qui tend a` confirmer la validite´ de l’hypothe`se d’autosimilarite´ e´tendue dans le
cadre de la turbulence lagrangienne.
´Evolution avec le nombre de Reynolds
Graˆce aux trois expe´riences man030801, man290501 et man220501, on dispose de donne´es
a` trois nombres de Reynolds valant respectivement 310, 740 et 1100. On a trace´ sur la figure 8.13
les cumulants C1 et C2 pour les trois expe´riences. Les courbes du cumulant C1 ont e´te´ de´cale´es
1 On notera que pour des valeurs de p entre 1 et 5 et avec un nombre de points assez re´duit on ne peut gue`re
espe´rer discriminer diffe´rents mode`les. Un mode`le log-normal pour la vitesse n’est donc pas plus mauvais qu’un
autre dans ces conditions.
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Fig. 8.11 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments de vitesse pour
l’expe´rience man290501 en fonction du logarithme de la fonction de structure DL2 . Les droites
en tirets sont les ajustements line´aires. L’e´toile indique le point correspondant a` τ
º
TL.
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Fig. 8.12 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments de vitesse pour
l’expe´rience man290501. Les droites en tirets sont les ajustements line´aires. L’e´toile indique
le point correspondant a` τ
º
TL.
verticalement de fac¸on a` eˆtre normalise´es a` 1 a` grande e´chelle. L’ope´ration est licite car elle
revient a` normaliser la variance de la vitesse a` grande e´chelle a` la meˆme valeur pour les trois
expe´riences.
Lorsque l’on trace la valeur de C1 pour les trois nombres de Reynolds, les trois courbes se
superposent parfaitement. La chose n’est pas surprenante car la fonction d’autocorre´lation e´tant
exponentielle aux trois nombres de Reynolds et supposant que l’hypothe`se d’ESS est valide,
alors la forme de C1 ne doit pas varier avec le nombre de Reynolds, sauf e´ventuellement pour
les petits temps proches de la fin du re´gime inertiel qui e´volue avec le nombre de Reynolds
(mais qui nous sont inaccessibles).
En ce qui concerne le cumulant C2, on observe globalement le meˆme comportement. La
conclusion est ne´anmoins moins de´finitive car la courbe correspondant au nombre de Reynolds
le plus faible (Rλ º 310) s’e´carte des deux autres aux petits temps. Par ailleurs, le nombre
de points utilise´s pour le calcul du cumulant pour les nombres de Reynolds 310 et 1100 est
deux fois plus faible que pour Rλ º 740, ce qui ne garantit pas une convergence optimale de
l’estimation. On peut tout de meˆme raisonnablement conclure que dans le re´gime inertiel et a`
grande e´chelle, la forme des cumulants C1 et C2 ne de´pend pas du nombre de Reynolds.
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Fig. 8.13 – En haut : C1 pour trois valeurs du nombre de Reynolds : Rλ º 310, 740 et 1100.
On a de´cale´ les courbes en hauteur de fac¸on a` avoir C1 º 0 a` grande e´chelle. En bas : C2 pour
trois valeurs du nombre de Reynolds : Rλ º 310, 740 et 1100. La courbe du haut correspond a`
Rλ º 310.
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8.2 De l’origine de l’intermittence lagrangienne ?
La synthe`se de se´ries temporelles multifractales est un proble`me de´licat. Les ingre´dients
ne´cessaires a` l’observation de l’intermittence ne sont pas totalement maıˆtrise´s. Une me´tho-
de classique de synthe`se est la cascade multiplicative sur base d’ondelettes [1]. On dispose
d’un arbre diadique dans le plan temps-e´chelle contenant les diffe´rents coefficients d’onde-
lettes ne´cessaires a` la synthe`se de la se´rie comple`te. Un choix judicieux de ces coefficients (loi
log-normale par exemple et signe ale´atoire) permet effectivement d’obtenir des signaux inter-
mittents mais qui pre´sentent un certain nombre d’inconve´nients. Tout d’abord, on n’observe
qu’une invariance d’e´chelle discre`te. Les incre´ments ne sont pas stationnaires et la construc-
tion n’est pas causale. On observe que les se´ries obtenues pre´sentent une corre´lation a` longue
porte´e de forme logarithmique lorsque l’on conside`re les valeurs absolues des incre´ments. Cette
corre´lation est issue de la structure de l’arbre choisi. Delour et al.[21, 61, 5] sugge`rent qu’une
telle structure de corre´lation des incre´ments e´le´mentaires de la se´rie temporelle est un ingre´dient
suffisant pour ge´ne´rer de l’intermittence. Ils proposent donc une autre synthe`se d’un processus
multifractal a` caracte`re causal, continu et stationnaire : les marches ale´atoires multifractales
(MRW en anglais). On synthe´tise l’incre´ment e´le´mentaire entre deux e´chantillons successifs
avec une corre´lation d’amplitude logarithmique et un signe ale´atoire. On le somme ensuite pour
obtenir la se´rie multifractale.
8.2.1 Le mode`le MRW[21]
Les ingre´dients du mode`le
Pour synthe´tiser une marche ale´atoire multifractale, on synthe´tise un processus discret δXθ
ayant de bonnes proprie´te´s puis on l’agglome`re de fac¸on a` obtenir un processus multifractal
Xθ. θ est le pas de temps e´le´mentaire de l’e´chantillonnage nume´rique. Le processus de base est
choisi avec la structure suivante
δXθ Ä k È º εθ Ä k È exp ½ ωθ Ä k Èò¿óÅ (8.32)
ou` εθ est un bruit blanc gaussien et ωθ est un processus dont la covariance connexe ve´rifie
Cov ½ ωθ Ä k1 ÈôÅ ωθ Ä k2 Èò¿ º λ2 ln ½ ρθ Ä Ò k1 Ç k2 Ò Èò¿ (8.33)
avec
ρθ Ä k È ºöõ
L
îò÷ k ÷ Û 1 ï θpour Ò k ÒFÝ L À θ Ç 1
1 sinon Å
(8.34)
c’est-a`-dire une de´croissante logarithmique vers 0 (atteint a` l’e´chelle L) puis une corre´lation
nulle aux grandes e´chelles. Cette forme de corre´lation est observe´e dans la synthe`se par des
cascade sur base d’ondelettes.
Avec un tel processus de base et en construisant
Xθ ½ t ¿ º
t Ê θ
∑
k Â 1
δXθ ½ nθ ¿ (8.35)
il est possible de de´river un certain nombre de re´sultats analytiques dans la limite θ â 0 c’est a`
dire la limite continue (en admettant qu’elle existe).
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Les pre´dictions
Tout d’abord le processus X n’est pas stationnaire (on n’a pas mis de terme de frottement
pour stationnariser sous la forme d’une e´quation de Langevin), sa variance croıˆt comme t, mais
les incre´ments le sont. Le processus agglome´re´ est multifractal et les exposants de structure ξp
ve´rifient
ξp º ½ p Ç p ½ p Ç 2 ¿ λ2 ¿4À 2 » (8.36)
Les moments des incre´ments s’e´crivent donc
Ñ
Ò∆τv Ò p Ô º Kpτξp » (8.37)
On peut donc en de´duire l’expression des cumulants Ck de ln Ò∆τv Ò :
C1 ½ τ ¿ º ½ 1 À 2 Ã λ2 ¿ lnτ Ã constante (8.38)
C2 ½ τ ¿ º Ç λ2 lnτ Ã constante (8.39)
et que les cumulants d’ordre supe´rieur ne de´pendent pas de τ.
Par ailleurs, la covariance C î ln ï ½ l Å τ ¿ du logarithme de la valeur absolue des incre´ments ∆τX
ve´rifie, pour τ ø l
C î ln ï ½ l Å τ ¿
º
Ñ
½ ln Ò∆τv ½ t ¿!Ò?Ç
Ñ
ln Ò∆τv ÒÕÔ4¿¡½ ln Ò∆τv ½ t Ã l ¿!ÒªÇ
Ñ
ln Ò∆τv ÒµÔ4¿4Ô Ð Ç λ2 ln
ß
l
L à
» (8.40)
Ici l est donc l’e´cart temporel utilise´ pour la corre´lation et τ l’e´chelle de l’incre´ment conside´re´.
Le logarithme des incre´ments a donc e´galement une corre´lation qui de´croıˆt logarithmiquement.
On a donc un processus invariant d’e´chelle et multifractal dont la multifractalite´ de´coule des
deux hypothe`ses de de´part, log-normalite´ et corre´lation longue de la valeur absolue.
Le proble`me de ces re´sultats est que le processus n’est pas agglome´re´ selon une e´quation
de Langevin. On peut cependant penser que l’ajout d’un terme de frottement a` une e´chelle
comparable a` L ne perturbe pas ces pre´dictions du moins en ce qui concerne le re´gime inertiel.
8.2.2 Les observations expe´rimentales
La corre´lation du log des incre´ments
La figure 8.14 pre´sente l’autocovariance du logarithme de la valeur absolue des incre´ments
de vitesse pour diffe´rentes valeurs de l’incre´ment de temps τ. On observe une de´croissance
line´aire dans cette repre´sentation semilogarithmique qui correspond a` une de´croissance loga-
rithmique de l’autocovariance pour les valeurs de l supe´rieures a` τ. On peut donc e´crire
C î ln ï ½ l Å τ ¿
º
Ç p ln
ß
l
L à
» (8.41)
La valeur du pre´facteur p du logarithme est pre´sente´e sur la figure 8.15 avec la valeur L. On
voit que p est effectivement de l’ordre de Ç λ2 mais on remarque une variation syste´matique de
p qui augmente avec τ. Par contre, L ne montre pas de variation notable et est de l’ordre de 3TL
pour ces expe´riences avec pales.
La figure 8.16 effectue une comparaison entre la covariance des logarithmes des incre´ments
pour les expe´riences man290501 et man030401, respectivement avec pales et avec disques
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Fig. 8.14 – Autocovariance du logarithme des incre´ments pour l’expe´rience man290501. De
haut en bas les valeurs de τ sont 1.2, 2.5, 3.7 ms. En pointille´s les ajustements logarithmiques
pour chacune des courbes expe´rimentales.
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Fig. 8.15 – Parame`tres des ajustements des comportements logarithmiques (o) et de l’expres-
sion 8.42. A gauche coefficient λ2 estime´ pour diffe´rentes valeurs de τ. En pointille´s la valeur
de λ2
º
Ç 0 » 113 estime´e par les exposants de structure. A droite, valeur de l’abscisse a` l’origine
L.
156 Chapitre 8. L’intermittence lagrangienne
lisses. On observe que la valeur de L varie conside´rablement lorsqu’on change la ge´ome´trie
expe´rimentale. Avec les pales, L vaut 3TL environ (inde´pendamment du nombre de Reynolds),
tandis que dans le cas des disques lisses, on estime une valeur de L
º
10TL ce qui est un temps
extreˆmement long. On observe donc de fac¸on tre`s claire la corre´lation longue du logarithme des
incre´ments de vitesse, ingre´dient essentiel du mode`le MRW et responsable de la multifractalite´
du processus. L’e´volution de p avec τ peut eˆtre une conse´quence de la pre´sence de la grande
e´chelle TL originaire du terme de frottement d’une mode´lisation de type e´quation de Langevin.
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Fig. 8.16 – Autocovariance du logarithme des incre´ments pour l’expe´rience man290501 –avec
pales– (courbe de gauche) et man030401 –disques lisses– (a` droite). En pointille´s les ajuste-
ments logarithmiques pour chacune des courbes expe´rimentales.
On peut chercher a` affiner l’estimation de la forme de la covariance. Les cascades densifie´es
ou celles sur arbre “continu” [15] conduisent a` une structure de corre´lation des incre´ments de
la forme
Cln ½ l Å τ ¿
º
õ
λ2
Í
ln Ll Ã
l
L Ç 1 Î pour τ Þ l Þ L
0 pour l é L »
(8.42)
On voit que le premier terme du de´veloppement asymptotique est le meˆme que celui pre´dit
par le mode`le MRW. Cette dernie`re expression a l’avantage de prendre en compte la pre´sence
d’une grande e´chelle susceptible de perturber le comportement asymptotique. On a trace´ sur
la figure 8.17 les deux comportements compare´s a` l’expe´rience. On distingue difficilement les
deux courbes dans la zone inertielle mais on observe que cette dernie`re expression suit mieux le
comportement de la courbe expe´rimentale aux temps longs. Les valeurs des parame`tres obtenus
sont pre´sente´s sur la figure 8.15. A cause de la forme diffe´rente des deux expressions propose´es,
les valeurs de L sont diffe´rentes. On note que l’influence de la grande e´chelle se fait fortement
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Fig. 8.17 – Autocovariance du logarithme des incre´ments pour l’expe´rience man290501.On
a trace´ uniquement τ ù 2 ú 5 ms. En trait mixte une de´croissance logarithmique pure, en trait
pointille´ la de´croissance de l’e´quation 8.42.
sentir car avec la seconde expression, on obtient des valeurs de la pente infe´rieures de 0.02 a`
peu pre`s et qui sont plus proches de la valeur estime´e de λ2. Il semble donc qu’un MRW avec
une corre´lation de la forme 8.42 fournirait un meilleur comportement. On note ne´anmoins que
la pente montre e´galement une variation syste´matique avec τ.
Les cumulants du log des incre´ments
En haut de la figure 8.18, on a trace´ l’e´volution de C1 compare´ avec une variation logarith-
mique de pente λ2 û 1 ü 2. On voit que C1 tend vers ce comportement dans le re´gime inertiel.
Ne´anmoins a` cause de la coupure a` haute fre´quence due a` la taille de la bille, ce comportement
n’est plus observe´ aux plus petites e´chelles. Ne´anmoins si on suppose que la fonction de struc-
ture peut eˆtre approxime´e (dans la limite de nombre de Reynolds infini) par une exponentielle
alors on s’attend a` avoir
C1 ý τ þ;ù ý λ2 û 1 ü 2 þ ln ý 1 ß exp ý ß τ ü TL þ4þ û cste   ý λ2 û 1 ü 2 þ lnτ (8.43)
pour τ  TL. Ceci est bien le comportement pre´vu par le mode`le MRW (qui ne contient pas de
force de frottement pour le stationnariser).
La figure 8.18 montre e´galement la variation du cumulant C2 compare´ a` la covariance du
log. des incre´ments et a` une variation logarithmique de pente ß λ2. On a le meˆme proble`me de
mesure que pour C1. A cause de la coupure due a` la taille de la bille, on ne dispose que d’une
partie du re´gime inertiel. Ne´anmoins dans la partie dont nous disposons, on observe que les
deux courbes mesure´es tendent vers le comportement asymptotique ß λ2 lnτ.
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Fig. 8.18 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments de vitesse pour
l’expe´rience man290501. En haut : C1 ; on a trace´ en tirets la variation logarithmique de pente
λ2 û 1 ü 2. En bas : C2 ; on a trace´ en tirets la covariance du log. des incre´ments et en trait mixte,
la variation logarithmique de pente ß λ2.
8.2.3 Discussion
Il semble donc que l’ingre´dient principal du mode`le MRW, la corre´lation longue de valeurs
absolues des incre´ments soit pre´sent dans nos mesures. La forme mesure´e n’est pas repro-
duite parfaitement par le mode`le qui ne prend pas en compte de terme de frottement comme
dans une e´quation de Langevin. La grande e´chelle TL peut donc tout a` fait perturber ces com-
portements. Ne´anmoins on observe une de´croissance logarithmique de la covariance du loga-
rithme des incre´ments et ceci jusqu’a` des temps extreˆmement longs pouvant aller jusqu’a` 10
fois le temps caracte´ristique lagrangien TL dans le cas des disques lisses. D’ou` peuvent prove-
nir de telles corre´lations ? L’acce´le´ration d’une particule de fluide re´sulte, d’apre`s l’e´quation de
Navier-Stokes, essentiellement du gradient de pression. Les gradients de pression posse`dent-
ils une corre´lation temporelle longue (en module) ? On notera que les particules se de´placent
au cours du temps, donc il s’agit d’une corre´lation de l’amplitude de la force de pression le
long de la trajectoire d’une particule. Cela ne ne´cessite donc pas une corre´lation temporelle du
champ eule´rien de pression. Il existe un exemple pour lequel les forces de pression peuvent
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pre´senter de telles corre´lations. Dans le cas d’une particule de fluide en rotation autour d’un
vortex, l’acce´le´ration oscille, mais en module elle est constante dirige´e vers l’axe du vortex.
Le module de l’acce´le´ration est donc fortement corre´le´. On note que dans l’exemple de signal
d’acce´le´ration pre´sente´ sur la figure 7.2, l’oscillation se prolonge pendant un temps de l’ordre de
1 a` 2 fois TL. La valeur de L pourrait eˆtre lie´e au temps de pie´geage d’une particule de fluide dans
une telle structure ou bien au temps de vie d’un tel tourbillon. Si cet exemple montre une pos-
sibilite´, elle doit eˆtre loin d’eˆtre suffisante car de tels exemples d’oscillations de l’acce´le´ration
pendant une longue dure´e sont relativement rares. L’outil informatique, au moyen des DNS,
peut certainement fournir des pistes de re´ponse a` ces interrogations.
8.3 Une e´quation de Langevin ?
8.3.1 Un mode`le stochastique
On a vu dans la section 1.3.2 que si l’on recherche une e´quation de type e´quation diffe´ren-
tielle stochastique pour la turbulence lagrangienne a` haut nombre de Reynolds, alors ne´cessaire-
ment elle doit s’e´crire sous la forme d’une e´quation de Langevin :
dv ùß C0ε
2σ2
v û C0εdW ú (8.44)
Comme nous avons acce`s a` l’acce´le´ration de la particule, on peut tester la pertinence d’une
mode´lisation de ce type en estimant le terme de rappel.
8.3.2 Le terme de rappel
Le terme de frottement d’une e´quation de type e´quation diffe´rentielle stochastique de la
forme
dv
ý
t þ%ù A
ý
v
ý
t þ t þ dt û B
ý
v
ý
t þ t þ dW
ý
t þ (8.45)
peut eˆtre estime´ via la formule suivante [28] :
A
ý
v  t þù lim
∆t  0

v
ý
t û ∆t þGß v
ý
t þ
	 v  t 
∆t
(8.46)
On notera que la validite´ de cette formule est intimement lie´e au fait que le processus de
Wiener dW est δ-corre´le´. Dans notre cas, comme le signal de vitesse mesure´ est re´gulier, cela
signifie qu’un tel bruit n’existe pas en toute rigueur. On observera un bruit a` corre´lation tre`s
courte τc. On peut contourner cette objection en estimant A de la fac¸on suivante en supposant
que le processus est stationnaire :
A
ý
v þ%ù lim
∆t  0

v
ý
t û ∆t û τc þGß v ý t û τc þ
	 v ý t þù v 
∆t ú (8.47)
En pratique, on prend pour ∆t le plus petit e´cart temporel possible et τc ù 6τη.
Le re´sultat de cette estimation est pre´sente´ figure 8.19. Pour comparaison, on a trace´ la
droite correspondant au terme de frottement de l’e´quation de Langevin A
ý
v þ ùß v ü TL. On voit
que la valeur estime´e ne suit pas exactement cette pre´diction tout en en restant proche. A quoi
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Fig. 8.19 – Terme de frottement de l’e´quation de Langevin estime´ pour l’expe´rience
man290501. On a trace´ en pointille´ la droite correspondant a` A
ý
v þ7ùß v ü TL En haut : mesure
1D, estimation selon l’axe O1. En bas : mesure 2D, estimations selon l’axe Oa et Ob.
peut eˆtre duˆ cet e´cart ? Tout d’abord, on se rappelle que pour les valeurs de la vitesse proche
de 0, l’algorithme de de´modulation est mis en difficulte´ et que cela se retrouve sur la PDF de
la vitesse. Ce proble`me re´apparaıˆt ici. En effet, on remarque de fortes fluctuations au voisinage
de 0. On observe e´galement que pour de fortes valeurs de la vitesse, l’estime´e de a s’e´carte tre`s
nettement de la droite. Cependant on avait mesure´ une autocorre´lation exponentielle comme on
s’attendrait a` obtenir avec une variation line´aire de A avec la vitesse. Mais il faut se rappeler que
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l’on avait duˆ faire un certain nombre de corrections pour obtenir cette exponentielle, corrections
qu’il est de´licat d’effectuer ici. Il est possible que l’inhomoge´ne´ite´ de l’e´coulement que l’on
avait re´ussi a` filtrer pour estimer l’auto-corre´lation soit responsable de la non-line´arite´ de A. La
figure 8.19 pre´sente e´galement l’estimation du terme de frottement dans le cas de la mesure 2D.
On voit que les deux composantes orthogonales e´tudie´es conduisent a` la meˆme estimation du
terme de frottement.
8.3.3 Vers une mode´lisation tridimensionnelle du terme stochastique
10-2 10-1 100 101
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
l/TL
Cl
n (l
,τ)
N
.M
or
da
nt
,T
he`
se
de
do
ct
or
at
,E
N
S
Ly
on
,F
ra
nc
e
(20
01
)
Fig. 8.20 – Corre´lation de la valeur absolue du logarithme des composantes de l’incre´ment de
vitesse ∆τv pour τ ù 2 ú 5 ms. De haut en bas, autocorre´lation de ∆τva, de ∆τvb et corre´lation
croise´e des deux composantes de l’incre´ment.
On peut effectuer des tests semblables a` ceux ope´re´s sur les composantes d’acce´le´ration
mais en conside´rant cette fois-ci les incre´ments de vitesse. On a trace´ sur la figure 8.20 la
corre´lation du logarithme des composantes de l’incre´ment de vitesse ∆τv pour τ ù 2 ú 5 ms (c’est
a` dire TL ü 10). On voit que la corre´lation croise´e est du meˆme ordre de grandeur que l’auto-
corre´lation pour les temps supe´rieurs a` τ et qu’elle de´croıˆt e´galement de fac¸on logarithmique.
On est amene´ a` mode´liser le terme stochastique de l’e´quation de Langevin par une marche
ale´atoire multifractale tridimensionnelle
dξ ù εexpω  (8.48)
ou` ε est un vecteur normalise´ dont les composantes sont des bruits blancs et ω est un processus
gaussien a` corre´lation logarithmique commun aux trois coordonne´es. Cela rejoint la proposition
de Pope qui tend a` dire que l’information d’amplitude (en ce qui concerne les corre´lations)
est identique d’une coordonne´e a` l’autre mais que le signe est inde´pendant pour chacune des
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directions de l’espace. Cela pose ne´anmoins des questions sur la forme a` donner au terme de
frottement. Borgas & Sawford [13] soulignent que l’utilisation d’un terme de de´rive simple de
la forme ß v ü TL conduit a` une vitesse dont la PDF n’est pas gaussienne. Ils proposent dans leur
mode`le de choisir plutoˆt une forme ß C0ε ý t þ?ü 2σ2 v ou` ε ý t þ est la se´rie temporelle multifractale.
On note que cette expression conduit e´galement a`
A
ý
v þ;ù lim
∆t  0

v
ý
t û ∆t û τc þGß v ý t û τc þ
	 v ý t þù v 
∆t
ùß
C0

ε 
2σ2
ú (8.49)
Chapitre 9
Conside´rations e´nerge´tiques
Il est inte´ressant d’e´tudier l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique de la particule. Cette
e´nergie cine´tique comprend deux parts : l’e´nergie cine´tique de translation lie´e au carre´ de la
vitesse et l’e´nergie cine´tique de rotation lie´e au taux de rotation de la particule sur elle-meˆme.
L’e´nergie cine´tique totale s’exprime pour une sphe`re solide de rayon r :

c ù
2
3piρr
3v2p
û
1
5piρr
5Ω2p (9.1)
ou` Ωp est le vecteur rotation de la particule. Si on suppose que la particule se comporte comme
un traceur parfait alors sa vitesse e´gale celle du fluide et son vecteur rotation vaut la moitie´ de
la vorticite´. Dans le cadre de la turbulence homoge`ne et isotrope, on a

ω2 ;ù 15σ
2
λ2 (9.2)
ou`

ω2  est la variance du vecteur vorticite´. Le rapport de l’e´nergie de rotation sur l’e´nergie de
translation est donc 3r2 ü 8λ2. Dans nos expe´riences, λ vaut typiquement 800 µm et r ù 125 µm,
ce qui conduit a` un rapport de l’ordre de 1 %. On peut donc ne´gliger l’e´nergie cine´tique de
rotation et conside´rer que l’e´nergie cine´tique de translation de la particule solide repre´sente
l’e´nergie d’une particule de fluide pour les e´chelles de temps pour lesquelles la particule se
comporte comme un traceur.
La variation de l’e´nergie cine´tique d’une particule de fluide est due au travail des forces de
pression et de viscosite´ le long de la trajectoire lagrangienne
∆τv2 ù
t  τ
t
Fpression  v û Fviscosite  v ds (9.3)
ou` ∆τv2 est l’incre´ment temporel du carre´ de la vitesse. Si on effectue une moyenne temporelle
de cet incre´ment et sous l’hypothe`se ergodique, on peut voir la moyenne de l’incre´ment comme
la diffe´rence entre l’e´nergie injecte´e pendant le temps τ et l’e´nergie dissipe´e pendant la meˆme
dure´e. La diffe´rence est nulle si on suppose l’e´coulement stationnaire. On notera que les ordres
de grandeur des forces de pression et de dissipation sont tre`s diffe´rents [90] mais qu’en moyenne
les travaux de ces deux forces s’annulent. On peut donc voir la force de pression comme une
grandeur tre`s fluctuante mais peu efficace en terme de transfert d’e´nergie aux particules de
fluide. L’e´nergie dissipe´e est ne´gative en moyenne et donc le travail de pression doit eˆtre positif
en moyenne. Du fait de la diffe´rence d’ordre de grandeur entre le gradient de pression et le terme
dissipatif, on peut donc s’attendre a` une le´ge`re asyme´trie de la distribution des incre´ments de
l’e´nergie cine´tique. Cette rupture de syme´trie (que l’on n’observe pas sur le signal de vitesse)
pourrait donc eˆtre la trace du sens de l’e´coulement du temps et de la non-syme´trie de l’e´quation
de Navier-Stokes par retournement du temps.
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On se propose donc d’e´tudier quelques proprie´te´s statistiques du carre´ de la vitesse. Comme
on ne dispose pas du vecteur vitesse entier, on conside´rera les incre´ments du carre´ d’une seule
composante. On verra par la suite que les incre´ments ne sont pas corre´le´s d’une composante a`
l’autre (avec ou sans le signe) et donc on peut espe´rer que les comportements observe´s avec une
seule composante correspondent a` ceux du champ de vitesse complet.
9.1 Corre´lations
9.1.1 Corre´lations du carre´ de la vitesse
On pre´sente sur la figure 9.1 les corre´lations du carre´ des composantes de la vitesse pour
l’expe´rience man290501 2D. La de´croissance de l’autocorre´lation est exponentielle avec un
temps caracte´ristique 2.5 fois plus petit que TL. Par contre, la corre´lation croise´e est tre`s faible
et l’on peut conside´rer que les carre´s des composantes de vitesse sont de´corre´le´s.
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Fig. 9.1 – Corre´lations des carre´s des composantes va et vb. La courbe du bas est la corre´lation
croise´e des deux composantes. En tirets, on a trace´ une de´croissance exponentielle. Il s’agit de
l’expe´rience man290501 2D.
9.1.2 Corre´lations des incre´ments du carre´ de la vitesse
On a trace´ sur la figure 9.2 la corre´lation des incre´ments du carre´ des composantes de la
vitesse. Du fait de la pre´sence d’une grande e´chelle temporelle, l’autocorre´lation chute en un
temps voisin de τ et devient le´ge`rement ne´gative. La corre´lation croise´e des incre´ments est nulle.
La figure 9.3 pre´sente la corre´lation des valeurs absolues des incre´ments des carre´s des
composantes de vitesse. On remarque que, de meˆme que pour les incre´ments de vitesse, les
valeurs absolues des incre´ments du carre´ de la vitesse se de´corre`lent en un temps beaucoup plus
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long que celui de l’autocorre´lation des incre´ments. Ce long temps de de´corre´lation est dans ce
cas voisin de TL et est donc plus grand que le temps de de´corre´lation du carre´ de la vitesse. On
retrouve donc pour le carre´ de la vitesse un grand nombre de caracte´ristiques observe´es pour le
signal de vitesse. Une diffe´rence re´side dans le fait que les valeurs absolues des incre´ments des
diffe´rentes composantes de vitesse sont de´corre´le´es dans le cas du carre´ alors qu’elles e´taient
fortement corre´le´es pour le signal de vitesse.
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Fig. 9.2 – Corre´lations des incre´ments du carre´ des composantes va et vb. La corre´lation croise´e
est la courbe demeurant au voisinage de ze´ro. Il s’agit de l’expe´rience man290501 2D pour
τ ù 0 ú 1TL.
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Fig. 9.3 – Corre´lations des valeurs absolues des incre´ments du carre´ des composantes va et vb.
La corre´lation croise´e est la courbe demeurant au voisinage de ze´ro. Il s’agit de l’expe´rience
man290501 2D pour τ ù 0 ú 1TL.
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9.2 Intermittence du carre´ de la vitesse
9.2.1 La de´formation des PDFs
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Fig. 9.4 – Exemple de signal d’incre´ments du carre´ de la vitesse. En haut τ ù 0 ú 05TL, en bas
τ ù 1 ú 4TL.
Pour visualiser l’intermittence du carre´ de la vitesse lagrangienne, on a trace´ sur la fi-
gure 9.4 deux exemples de signal de ∆τv2 pour une valeur de τ dans le re´gime inertiel et une
valeur de τ correspondant a` une e´chelle supe´rieure a` TL. On voit que l’allure du signal change
conside´rablement lorsque l’on varie la valeur de τ. Dans le re´gime inertiel, le signal est tre`s in-
termittent dans le sens ou` l’on observe des bouffe´es d’activite´ suivies de pe´riodes plus calmes.
L’e´volution a` travers les e´chelles des PDFs des incre´ments est pre´sente´e sur les figures 9.5
et 9.6). On observe que les ailes des PDFs sont tre`s larges, meˆme pour les e´chelles de temps les
plus longues pour lesquelles les ailes sont exponentielles comme dans le cas d’un bruit blanc
gaussien. Pour des e´chelles supe´rieures au temps de de´corre´lation, on observe des valeurs de
flatness de l’ordre de 9. Aux plus petites e´chelles de temps, la valeur de la flatness est tellement
e´leve´e que l’estimation par le moment d’ordre 4 n’est plus possible avec le nombre de points
disponibles (3.5 millions). La flatness prend des valeurs supe´rieures a` 30 a` l’e´chelle ou` la taille
de la bille commence a` se faire sentir et continue a` croıˆtre fortement lorsqu’on explore des
e´chelles encore plus faibles.
On observe une asyme´trie des PDFs que l’on peut tenter de quantifier en utilisant la skew-
ness. La figure 9.7 montre l’e´volution de la skewness pour diffe´rentes composantes de vitesse
pour l’expe´rience man290501 dans les conditions 1D ou 2D. On observe de tre`s fortes fluctua-
tions dues a` la grande largeur des ailes des PDFs. On remarque e´galement que la composante
vb pre´sente une skewness anormalement ne´gative comparativement aux autres. Ne´anmoins, il
semble que l’on puisse conside´rer que la skewness est ne´gative de l’ordre de -0.2 ou -0.3 dans le
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Fig. 9.5 – PDFs des incre´ments temporels du carre´ de la vitesse lagrangienne. Du centre vers
l’exte´rieur τ= 0.31, 0.61, 1.2, 2.5, 4.9, 9.8, 20 et 39 ms
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Fig. 9.6 – PDFs normalise´s des incre´ments temporels du carre´ de la vitesse lagrangienne. Pour
la clarte´ de l’image, les courbes ont e´te´ de´cale´es. De haut en bas : τ= 0.31, 0.61, 1.2, 2.5, 4.9,
9.8, 20 et 39 ms. En bas, on a superpose´ en pointille´s le cas d’un bruit blanc gaussien sur la
courbe correspondant au plus grand e´cart temporel
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Fig. 9.7 – Skewness des incre´ments temporels du carre´ de la vitesse lagrangienne. Les cercles
marquent la composante v1 de la mesure 1D. Les triangles et les carre´s marquent les compo-
santes v1 et v2 de la mesures 2D et les e´toiles marquent les composantes va et vb.
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Fig. 9.8 – PDF de l’incre´ment du carre´ de vitesse pour τ ù 5 ms soit τ ù 0 ú 2TL. On a trace´ en
pointille´ le syme´trique ∆τv2  ß ∆τv2.
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re´gime inertiel. Cette valeur est relativement faible mais du meˆme ordre de grandeur que ce qui
est mesure´ sur les fonctions de structure d’ordre 3 de la vitesse en eule´rien. On peut visualiser
cette asyme´trie sur la figure 9.8.
9.2.2 Fonctions de structure
On peut de´finir des fonctions de structure pour le carre´ de la vitesse de la meˆme fac¸on que
pour la vitesse. L’incre´ment ∆τv2 est l’inte´grale de la de´rive´e de v2 pendant un temps τ. Cette
de´rive´e caracte´rise la puissance des forces applique´es sur la particule (de fluide dans le cas
ide´al) par l’e´coulement. Cette grandeur peut eˆtre positive si l’e´coulement fournit de l’e´nergie a`
la particule ou ne´gative si la particule fournit du travail a` l’e´coulement. Cette approche est tre`s
diffe´rente de l’utilisation de la dissipation dans le contexte eule´rien. La dissipation est alors une
quantite´ positive.
La fonction de structure d’ordre 2 a une forme exponentielle (comme la fonction d’auto-
corre´lation). On n’observe donc pas de comportement en loi de puissance dans le re´gime iner-
tiel. Nous sommes donc re´duits une fois de plus a` utiliser l’outil de l’autosimilarite´ e´tendue.
Dans le cas de la vitesse, on avait choisi la fonction de structure d’ordre 2 comme re´fe´rence par
un argument dimensionnel. Dans le cas du carre´ de la vitesse, le meˆme argument dimension-
nel conduit a` prendre la fonction de structure d’ordre 1 comme re´fe´rence. La figure 9.9 montre
les fonctions de structures de v2 trace´es en fonction de la fonction de structure d’ordre 1. On
observe des lois de puissance sauf pour les plus petites e´chelles de temps pour lesquelles la
re´gularisation due a` la taille de la bille conduit a` un comportement trivial. Les exposants sont
pre´sente´s dans la table 9.1. Si on les normalise par l’exposant d’ordre 2, on observe que la
courbure des exposants est encore plus e´leve´e que pour le signal de vitesse.
ξ1 1 0.58
ξ2 1.71  0 ú 02 1
ξ3 2.18  0 ú 04 1.27
ξ4 2.48  0 ú 08 1.45
ξ5 2.68  0 ú 15 1.57
ξ6 2.83  0 ú 25 1.65
Tab. 9.1 – Valeurs des exposants ξp pour l’expe´rience. Les incertitudes sont estime´es en mesu-
rant les variations de la pente locale. La dernie`re colonne donne les exposants normalise´s par
l’exposant d’ordre 2.
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Fig. 9.9 – Fonctions de structures du carre´ de la vitesse en fonction de la fonction de structure
d’ordre 1. On a trace´ en pointille´s les ajustements par des lois de puissance dont les exposants
sont fournis dans la table 9.1.
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9.3 Cumulants
On a trace´ sur la figure 9.10 l’e´volution des cumulants du carre´ de la vitesse lagrangienne.
L’estimation des cumulants C2 et C3 est assez bruite´e mais on observe que le cumulant d’ordre
3 e´volue fortement dans les e´chelles, passant de -2.5 a` -3.7 environ aux plus grandes e´chelles,
montrant ainsi la non-lognormalite´ du carre´ de la vitesse.Lorsque l’on trace les cumulants C2
et C3 en fonction de C1, on rele`ve un comportement line´aire (dans la mesure ou` la qualite´ de
l’estimation le permet), justifiant l’approche de type ESS.
On observe donc que le signal du carre´ de la vitesse est extreˆmement intermittent. Les
e´changes d’e´nergie entre une particule de fluide et le reste de l’e´coulement ont donc une struc-
ture tre`s complexe. On a mesure´ une le´ge`re asyme´trie de la distribution des incre´ments du carre´
de la vitesse. L’origine de cette rupture de syme´trie n’est pas encore pre´cise´e. Pour le signal
de vitesse, on a mesure´ une skewness dont le signe change lorsque l’on change de configura-
tion expe´rimentale. Elle est donc lie´e a` une non-homoge´ne´ite´ de l’e´coulement. Pour le carre´ de
la vitesse, la skewness varie avec la configuration expe´rimentale mais reste de meˆme signe et
du meˆme ordre de grandeur. On peut donc soupc¸onner que cette non-syme´trie puisse eˆtre ca-
racte´ristique de la turbulence homoge`ne et isotrope. Elle pourrait alors refle´ter la non-invariance
pas syme´trie temporelle de l’e´quation de Navier-Stokes.
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Fig. 9.10 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments du carre´ de la vitesse
pour l’expe´rience man290501. De haut en bas, C1, C2 et C3.
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Fig. 9.11 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments du carre´ de la vitesse
pour l’expe´rience man290501. On a trace´ le cumulant d’ordre 2 en fonction du cumulant d’ordre
1. La droite en tirets est un ajustement line´aire. L’e´toile indique le point correspondant a` τ ù TL.
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Fig. 9.12 – Cumulants du logarithme de la valeur absolue des incre´ments du carre´ de la vitesse
pour l’expe´rience man290501. On a trace´ le cumulant d’ordre 3 en fonction du cumulant d’ordre
1. La droite en tirets est un ajustement line´aire. L’e´toile indique le point correspondant a` τ ù TL.
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Conclusions
Une grande et parfois fastidieuse part de ce travail de the`se a consiste´ a` mettre au point un
nouvel outil de mesure permettant d’avoir acce`s a` la vitesse lagrangienne dans des e´chelles de
temps comprenant le re´gime inertiel et les grandes e´chelles jusqu’a` quelques fois le temps de
de´corre´lation de la vitesse. L’e´nonce´ de ce but a constitue´ les premie`res minutes de ces trois
anne´es, la re´alisation a ne´cessite´ deux ans et demi. L’obtention des mesures et leur analyse a eu
lieu au cours des six derniers mois de travail.
Le principe de la mesure est l’effet Doppler ultrasonore dont l’avantage de´terminant est de
fournir “directement” la vitesse sans e´tape de de´rivation de la position. De plus, on a facilement
acce`s a` une vaste zone de mesure dans laquelle la particule demeure un temps suffisamment
long pour observer la de´corre´lation de la vitesse.
Ce principe de mesure a e´te´ applique´ a` la chute de billes pesantes dans un fluide au repos,
permettant a` la fois de tester la qualite´ de la mesure et la dynamique d’une particule solide en
mouvement dans un fluide. On a ainsi mis en e´vidence l’existence d’un temps caracte´ristique
dans cette dynamique.
La mise au point de l’outil de mesure comprend la re´alisation d’un circuit e´lectronique
permettant la mise en forme du signal avant l’acquisition nume´rique. Le signal acoustique dif-
fuse´ par la particule est rec¸u par 9 re´cepteurs. Le signal capte´ par chacun des transducteurs est
he´te´rodyne´ dans une bande de fre´quence distincte puis somme´ avec les autres voies permettant
l’acquisition par un seul e´chantillonneur. Avec deux dispositifs d’acquisition, onobtient deux
composantes de vitesse. On a ainsi acce`s a` une mesure de vitesse avec une dynamique spectrale
de 50 dB.
L’extraction de l’information de vitesse du signal acoustique est effectue´e par un algorithme
original base´ sur le principe de maximisation de vraisemblance. Il permet de caracte´riser des
composantes spectrales non-stationnaires par leur amplitude et leur fre´quence ainsi que la va-
riance d’estimation de ces parame`tres.
L’analyse des signaux lagrangiens a mis en e´vidence la gaussianite´ du signal de vitesse et sa
de´corre´lation exponentielle. Le spectre lagrangien est donc de forme lorentzienne ve´rifiant ainsi
la pre´diction K41 d’un spectre en ω  2. La particule se comporte comme un traceur lagrangien
sur une gamme d’e´chelles de temps comportant au moins une de´cade dans le re´gime inertiel.
Les plus hautes fre´quences sont filtre´es par la taille de la bille, tronquant ainsi la fin du re´gime
inertiel. L’e´tude de l’acce´le´ration de la bille compare´e aux mesures de La Porta et al. porte
a` croire que ce re´gime se prolonge jusqu’a` des e´chelles infe´rieures au temps de Kolmogorov.
On ne s’attend pas a` observer l’influence d’une “e´chelle de temps de Taylor” interme´diaire
entre TL et τη. On notera que du point de vue expe´rimental, il est ne´cessaire d’effectuer un
certain nombre de corrections pour prendre en compte une le´ge`re inhomoge´ne´ite´ du champ de
vitesse. L’e´coulement de Von Ka´rma´n, malgre´ ses avantages dont la facilite´ d’obtention de hauts
nombres de Reynolds, n’est peut-eˆtre pas le meilleur candidat pour un e´coulement homoge`ne
et isotrope.
L’analyse du signal de vitesse a mis en e´vidence une intense intermittence. Le mode`le
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eule´rien usuel base´ sur l’intermittence de la dissipation pre´dit des valeurs des exposants la-
grangiens qui sont “plus intermittents” que les exposants eule´riens mais pas suffisamment pour
reproduire les mesures. L’intermittence a e´te´ relie´e a` une forte corre´lation des valeurs abso-
lues des incre´ments de vitesse sur des temps supe´rieurs au temps caracte´ristique lagrangien. Ce
lien entre intermittence et corre´lations a` longue porte´e a e´te´ inspire´ par un mode`le de marche
ale´atoire multifractale. Cette observation soule`ve la question de la nature de ces corre´lations
longues. La distribution de l’acce´le´ration dont la PDF pre´sente des ailes tre`s larges est conforme
aux observations de la distribution des gradients de pression qui sont le moteur du mouvement
des particules de fluide. L’existence de telles corre´lations doit e´galement eˆtre lie´e a` la struc-
ture du champ de pression mais leur origine n’a pas encore e´te´ pre´cise´e. Un certain nombre
de mode`les de dispersion traitent la turbulence par une e´quation de Langevin pour la vitesse.
Ce type d’e´quation ne permet pas de reproduire l’intermittence observe´e. On peut tenter de
ge´ne´raliser ces mode`les en introduisant un bruit stochastique de structure plus complexe conte-
nant en particulier ces corre´lations a` longue porte´e. Mais cette extension du mode`le ne´cessite
e´galement de modifier le terme de´terministe sous une forme encore inconnue.
Les mesures a` deux composantes permettent de pre´ciser la structure tridimensionnelle du
champ de vitesse. Les composantes de vitesse ne sont pas corre´le´es d’un axe a` l’autre. Si les
incre´ments ne le sont pas lorsque l’on conserve leur signe, les valeurs absolues des incre´ments
sont fortement corre´le´es entre composantes. Cela conduit a` de´crire l’acce´le´ration des particules
de fluide sous la forme
a
ý
t þù a
ý
t þ e
ý
t þ
ou` a
ý
t þ est l’amplitude qui est donc corre´le´e temporellement sur des temps tre`s longs. Le vecteur
unitaire e
ý
t þ contient toute l’information de direction et pre´sente une corre´lation temporelle tre`s
courte.
Se pose e´galement la question des e´changes d’e´nergie entre la particule de fluide conside´re´e
et le reste du fluide. L’e´change d’e´nergie cine´tique de translation correspond a` la de´rive´e tem-
porelle du carre´ de la vitesse. Ce signal est e´galement hautement intermittent. Il peut se se´parer
en deux partie : un terme provenant de la pression et un terme d’origine visqueuse Si ces deux
termes s’e´quilibrent en moyenne, il sont de nature tre`s diffe´rente. L’observation du carre´ de la vi-
tesse met-elle en e´vidence une rupture de syme´trie lie´e au sens du mouvement ? On a releve´ une
valeur ne´gative de la skewness des incre´ments du carre´ de la vitesse. Cette valeur correspond-
elle a` cette rupture de syme´trie ou bien n’est-elle due qu’a` la le´ge`re non-homoge´ne´ite´ de
l’e´coulement ?
Cette e´tude expe´rimentale permet donc de pre´ciser la structure spatiale et temporelle du
champ de vitesse lagrangienne. On a ainsi observe´ de fortes corre´lations temporelles ou entre
composantes dont l’origine demeure myste´rieuse. Un e´claircissement pourra certainement pro-
venir d’une e´tude de l’e´quation de Navier-Stokes dans le syste`me de coordonne´es lagran-
giennes.
La me´thode de mesure peut eˆtre e´tendue pour mesurer simultane´ment la vitesse de deux par-
ticules. Ne´anmoins, cela ne´cessite d’augmenter le nombre de capteurs (typiquement le doubler)
pour pouvoir, d’une part, mieux re´soudre les composantes spectrales et ainsi mieux se´parer les
deux particules et d’autre part, de mesurer leur position avec une pre´cision raisonnable. En effet,
la mesure de la vitesse relative de deux particules est particulie`rement fructueuse si l’on connaıˆt
e´galement leur position relative. Il faudra e´galement adapter les algorithmes d’analyse spectrale
pour permettre d’affecter a` chacune des particules la composante spectrale qui lui correspond.
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Cela sera encore plus aise´ si l’on dispose de trois voies de re´ception. On peut imaginer d’aug-
menter drastiquement le nombre de transducteurs et de paver une part importante de l’inte´rieur
de la cuve. Une mode´lisation ade´quate du signal rec¸u par la matrice de transducteurs permettrait
de mesurer le champ de vitesse 3D et la position avec une bonne pre´cision. On pourrait ainsi
envisager la mesure simultane´e de la position et la vitesse d’un plus grand nombre de parti-
cules. Pumir et al. sont particulie`rement attache´s a` l’e´tude simultane´e du mouvement de quatre
particules.
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Re´sume´ : Le but de cette the`se est l’e´tude expe´rimentale de la turbulence du point de vue
lagrangien.
 On cherche donc a` suivre une particule de fluide pendant un temps supe´rieur au
temps caracte´ristique des grandes e´chelles. Pour ce faire, nous avons mis au point une nouvelle
technique de mesure de vitesse lagrangienne dans un e´coulement turbulent a` haut nombre de
Reynolds. Le principe choisi est base´ sur l’utilisation de l’effet Doppler d’une onde ultraso-
nore monochromatique diffuse´e par une petite particule solide. Le signal diffuse´ est rec¸u par
un re´seau de re´cepteurs et mis en forme par une e´lectronique rapide et ultrafaible bruit conc¸ue
spe´cialement au cours de ce travail. Pour extraire la modulation de fre´quence due a` la vitesse,
nous avons de´veloppe´ un algorithme d’estimation spectrale base´ sur une me´thode de maximum
de vraisemblance approche´ couple´ a` un filtre de Kalman. Nous avons ainsi acce`s a` la vitesse
lagrangienne sur des e´chelles temporelles englobant le re´gime inertiel et les grandes e´chelles
de l’e´coulement. Le champ de vitesse est gaussien a` de´corre´lation temporelle exponentielle.
On obtient ainsi un spectre temporel a` de´croissance conforme a` la pre´diction de la the´orie de
Kolmogorov 41. Le re´gime inertiel lagrangien se prolonge jusqu’a` des e´chelles temporelles
infe´rieures au temps de Kolmogorov. On observe une intermittence lagrangienne plus intense
(en termes de courbure des exposants de structure) que pour le champ eule´rien et dont l’inten-
site´ ne peut eˆtre reproduite par le mode`le usuel base´ sur la dissipation. Cette intermittence est
lie´e a` l’existence de corre´lations temporelles tre`s longues de la valeur absolue des incre´ments
temporels de vitesse.
Mots-cle´s : Mesure, Acoustique, Ultrasons, Traitement du signal, Analyse spectrale, Turbu-
lence, Lagrangien, Intermittence
Lagrangian velocity measurement and statistical analysis
Abstract : The aim of this PhD thesis is to study experimentally turbulence from a lagran-
gian point of vue. We wish to track a particle of fluid during a time greater than the characteristic
time of large scale motion. To achieve this requirement, we have produced a new measurement
technique of the lagrangian velocity in a high Reynolds number turbulent flow. The method is
based on the measurement of the Doppler shift of the sound scattered by a moving particle,
when insonified by a continuous monochromatic ultrasonic. The scattered sound is received by
an array of transducers and sent to fast and ultralow noise acquisition device build during this
thesis. To extract the frequency of modulation due to the velocity, we developed a spectral ana-
lysis algorithm based on approximate maximum likelihood principle coupled with a Kalman
filter. It gives access to the inertial and large time scales of the lagrangian velocity. The lagran-
gian velocity field is shown to be gaussian with an exponential autocorrelation. The lagrangian
spectrum is then in agreement with a Kolmogorov scaling prediction in the inertial range. We
also observe an intermittency that is stronger (in terms of structure exponents) than the eule-
rian one. It cannot be explained by the usual model based on dissipation. We propose that this
intermittency is linked with the persistence of correlations of the absolute value of velocity in-
crements over very long times.
Key words : Measurement, Acoustics, Ultrasound, Signal processing, Spectral analysis,
Turbulence, Lagrangian, Intermittency
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